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❚❤❡ ♣❛♣❡/ ✐  &/✉❝&✉/❡❞ ❛ ❢♦❧❧♦✇ ✳ ❙❡❝&✐♦♥ ✷ ♣/❡ ❡♥& &❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❙❡❝&✐♦♥ ✸ ♣/♦✈✐❞❡ 

&❤❡ ✜/ &✲❜❡ &  ✐&✉❛&✐♦♥✱ ✉ ❡❞ ❛ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛/❦✱ ❛♥❞ &❤❡♥ &❤❡  ❡❝♦♥❞✲❜❡ &  ♦❧✉&✐♦♥ ✐ ❞❡/✐✈❡❞

✐♥  ❡❝&✐♦♥ ✹✳ ❙❡❝&✐♦♥ ✺ ♣/♦✈✐❞❡ ❛ ♥✉♠❡/✐❝❛❧ ✐❧❧✉ &/❛&✐♦♥✱ ❛♥❞  ❡❝&✐♦♥ ✻ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✳

✷ ❇❛#✐❝ ❛##✉♠♣)✐♦♥#

❲❡ ❝♦♥ ✐❞❡/ &✇♦  ❡❝&♦/ ✱ ♣/♦❞✉❝&✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛&✐♦♥✳ ❋♦/ ❡❛❝❤  ❡❝&♦/ ✇❡ ❝♦♥ ✐❞❡/ ❛

/❡♣/❡ ❡♥&❛&✐✈❡ ✜/♠✿ ♦♥ &❤❡ ✐♥♥♦✈❛&✐♦♥ ♠❛/❦❡& ❛♥ ✐♥♥♦✈❛&♦/ ✭❞❡♥♦&❡❞ I✮ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡✛♦/& ✐♥

✼



❘✫❉ #♦ ♣&♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦✉#♣✉# #❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ 4♦❧❞ #♦ #❤❡ ♦♣❡&❛#✐✈❡ ✜&♠ ✭❞❡♥♦#❡❞

O✮ ❢&♦♠ #❤❡ ♣&♦❞✉❝#✐♦♥ 4❡❝#♦&✳ ❋✐&♠ O ✐4 ❡♥❣❛❣❡❞ ✇✐#❤✐♥ ❛♥ ❛❝#✐✈✐#② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❛✉4❡

❛ ❞❛♠❛❣❡ H #♦ ❙♦❝✐❡#②✳ ❇✉# ✐# ❝❛♥ ✉♥❞❡&#❛❦❡ ❛♥ ❡✛♦&# ✐♥ &✐4❦ ♣&❡✈❡♥#✐♦♥ #♦ &❡❞✉❝❡ #❤❡

❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥# ♦❝❝✉&&✐♥❣✳

❲❡ ❞❡♥♦#❡ x #❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ &✐4❦ ♣&❡✈❡♥#✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐4 ❝❤♦4❡♥ ❜② #❤❡ ✜&♠ O✳ ■♠♣❧❡♠❡♥#✐♥❣

x ✐4 ❝♦4#❧②✿ c.x✱ ✇✐#❤ c > 0 #❤❡ ✉♥✐# ❝♦4# ♦❢ ♣&❡✈❡♥#✐♦♥✳ ❘✐4❦ ♣&❡✈❡♥#✐♦♥ &❡❞✉❝❡4 #❤❡

♣&♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❝❛✉4✐♥❣ ❛ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛# ❛ ❞❡❝&❡❛4✐♥❣ &❛#❡✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ #❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❛♥

❛❝❝✐❞❡♥# ♦❝❝✉&&✐♥❣ ❛❧4♦ ❞❡♣❡♥❞4 ♦♥ #❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ #❤❡ ♦✉#♣✉# #❡❝❤♥♦❧♦❣② ✉4❡❞ ❜② #❤❡

✜&♠ O✳

❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ #❤❡ ♦✉#♣✉# #❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐4 ❞❡♥♦#❡❞ ❜② e✱ ✇❤✐❝❤ &❡✢❡❝#4 #❤❡ ❞❡❣&❡❡ ♦❢

❘✫❉ #❤❛# ✐4 ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✇✐#❤✐♥ #❤✐4 #❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤❡ ✜&♠ O ✐4 ✐♥✐#✐❛❧❧② ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐#❤ ❛

✏❞❡❢❛✉❧#✑ #❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ✐4 ❝❤❛&❛❝#❡&✐③❡❞ ❜② ❛ ❞❡❣&❡❡ e = 0 ♦❢ ❘✫❉✻

✳ ❇✉# #❤✐4 ✜&♠

❤❛4 #❤❡ ♣♦44✐❜✐❧✐#② ♦❢ ❜✉②✐♥❣ ❛ ♥❡✇ #❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ 4♦❧❞ ❜② ✜&♠ I✳ ❚❤✐4 ♥❡✇ #❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐4

❝❤❛&❛❝#❡&✐③❡❞ ❜② ❛ ❞❡❣&❡❡ e ≥ 0 ♦❢ ❘✫❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐4 ❛ ❞❡❝✐4✐♦♥ ❜② ✜&♠ I✳ ❘✫❉ ✐4 ❝♦4#❧②

✭❝♦4# k.e✱ ✇✐#❤ k > 0✮✱ ❜✉# ✐# &❡❞✉❝❡4 #❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥# ♦❝❝✉&&✐♥❣✱ ❛# ❛

❞❡❝&❡❛4✐♥❣ &❛#❡✳

❙♦ ✇❡ 4✉♣♣♦4❡ #❤❡ ♣&♦❜❛❜✐❧✐#② p(x, e) ♦❢ ❝❛✉4✐♥❣ ❛ ❞❛♠❛❣❡ #♦ 4❛#✐4❢②✿

p(x, e) = f(x) + g(e)

✇❤❡&❡ fx < 0, ge < 0, fxx > 0, gee > 0 ❛♥❞ 4♦ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜#❛✐♥✿ px < 0✱ pxx > 0✱ pe < 0✱

pee > 0✳ ❲❡ ❛❧4♦ ❛44✉♠❡ g (g ′)−1
#♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦♥ ❘✳ ❚❤❡ &✐4❦ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥# ❝❛♥

❜❡ &❡♣&❡4❡♥#❡❞ ❜② #❤❡ ❧♦##❡&②✿

H̃ ≡ [0, H; (1− p(x, e)), p(x, e)]

❆4 ✐♥❞✐❝❛#❡❞ ✐♥ #❤❡ ✐♥#&♦❞✉❝#✐♦♥✱ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ❝❛♥ ♦❝❝✉& ❞✉&✐♥❣ ✜&♠ O✬4 ❛❝#✐✈✐#②✳ ❇✉# #❤❡

♣&♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❛ ❞❛♠❛❣❡ ♦❝❝✉&&✐♥❣ ✐4 ❛✛❡❝#❡❞ ❜♦#❤ ❜② ✜&♠ O✬4 ❛♥❞ ❜② ✜&♠ I✬4 ❞❡❝✐4✐♦♥4✳

✻

❲❡ ❛❧$♦ &❡$&❡❞ &❤❡ ❝❛$❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✜.♠ O ✐$ ✐♥✐&✐❛❧❧② ♥♦& ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐&❤ ❛♥② &❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤✐$ ❞♦❡$

♥♦& ♠♦❞✐❢② &❤❡ .❡$✉❧&$ ♦❢ &❤❡ ♣❛♣❡.✳ ❆$ ♠❡♥&✐♦♥❡❞ ❧❛&❡.✱ &❤❡ ❞❡❢❛✉❧& &❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ &❤❡ .❡$✉❧& ♦❢ ❛

♣.❡❝❡❞✐♥❣ &.❛♥$❛❝&✐♦♥ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ &✇♦ ✜.♠$ I ❛♥❞ O✿ ✐♥ &❤❛& ❝❛$❡✱ ❛ ♥❡✇ &❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦✉❧❞ ❜❡ $❡❡♥ ❛$

❛♥ ✉♣❣.❛❞❡ ♦❢ &❤❡ ❞❡❢❛✉❧& &❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

✽



❆ ✏❞❡❢❡❝&✑ ✐♥ &❤❡ +✉❛❧✐&②✴1❡❧✐❛❜✐❧✐&② ♦❢ &❤❡ &❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭✜1♠ I✬9 ❞❡❝✐9✐♦♥✮ ❛9 ✇❡❧❧ ❛9 ❛

✏❧❛❝❦✑ ♦❢ ❝❛1❡ ❞✉1✐♥❣ &❤❡ ♣1♦❞✉❝&✐♦♥ ♣1♦❝❡99 ✭✜1♠ O✬9 ❞❡❝✐9✐♦♥✮ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ ❛ ❞❛♠❛❣❡

♦❝❝✉11✐♥❣ ❞✉1✐♥❣ ✜1♠ O✬9 ❛❝&✐✈✐&②✳ ❚❤❡ ✜19& ❡❧❡♠❡♥& ❝♦♥&1✐❜✉&❡9 &♦ g(e) ✐♥ p(x, e)✱ &❤❡

9❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥&1✐❜✉&❡9 &♦ f(x) ✐♥ p(x, e)✳ C1❡✈❡♥&✐♦♥ ✭x✮ ❛♥❞ ❘✫❉ ❡✛♦1& ✭e✮ ❜♦&❤ 1❡❞✉❝❡

&❤❡ ♣1♦❜❛❜✐❧✐&② p(x, e) ♦❢ ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥& ♦❝❝✉11✐♥❣✱ ❜✉& &❤❡✐1 ❡✛❡❝&9 ❛1❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥&✼ ❢1♦♠

❡❛❝❤ ♦&❤❡1✿ pxe = 0✳

❲❡ 9✉♣♣♦9❡ &❤❛& ❡♥&❡1✐♥❣ ✐♥&♦ ❛♥ ❛❝&✐✈✐&② ❛❧❧♦✇9 ❛ ✜1♠ &♦ ♣❡1❝❡✐✈❡ ❛ 1❡✈❡♥✉❡ Ri, i =

O, I✱ ❢1♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐& ❝❛♥ ✜♥❛♥❝❡ ✐&9 R&D ❛❝&✐✈✐&✐❡9 ✭✜1♠ I✮✱ ✐&9 ♣1❡✈❡♥&✐♦♥ ❛❝&✐✈✐&✐❡9 ♦1

&❤❡ ♣✉1❝❤❛9❡ ♦❢ ❛ ♥❡✇ &❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭✜1♠ O✮✳ ▼♦1❡♦✈❡1✱ ❡❛❝❤ ✜1♠ ✐9 ❡♥❞♦✇❡❞ ✇✐&❤ ❛ ❧❡✈❡❧

♦❢ ✇❡❛❧&❤✱ Wi, i = O, I✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜9❝❛&❡❞ ❢♦1 ❝♦♠♣❡♥9❛&✐♦♥ ✐♥ ❝❛9❡ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥&✳

❲❤❡♥ ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥& ♦❝❝✉19✱ ❝✐✈✐❧ ❧✐❛❜✐❧✐&② ❛♣♣❧✐❡9✳ ❲❡ 9✉♣♣♦9❡ &❤❛& ❛ 9&1✐❝& ❧✐❛❜✐❧✐&②

✽

1✉❧❡ ❤♦❧❞9 ❛♥❞ &❤❛& ❡❛❝❤ ✜1♠ ❜❡♥❡✜&9 ❢1♦♠ ❧✐♠✐&❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐&②✿ ❞❛♠❛❣❡9 ❝❛♥♥♦& ❡①❝❡❡❞ &❤❡

✜1♠✬9 ✇❡❛❧&❤ Wi✳

❲❡ ❝♦♥9✐❞❡1 &❤❛& ❡❛❝❤ ✜1♠✱ ❛& ✐&9 ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✐9 ✉♥❛❜❧❡ &♦ 1❡♣❛✐1 &❤❡ ✇❤♦❧❡

❞❛♠❛❣❡✿ Wi < H✳ ❚❤✐9 ✐9 &❤❡ ♣1♦♣❡1&② ✇❡ ❝❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥'♦❧✈❡♥❝②✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ ✇❤❡♥ &❤❡

✇❡❛❧&❤ ♦❢ &❤❡ &✇♦ ✜1♠9 ✐9 ❜1♦✉❣❤& &♦❣❡&❤❡1✱ 9✉✣❝✐❡♥& ❢✉♥❞9 ❝❛♥ ❜❡ 1❛✐9❡❞ &♦ ❝♦♠♣❡♥9❛&❡

❢♦1 ❛❧❧ &❤❡ ❞❛♠❛❣❡✿

∑
i Wi > H, i = O, I✳ ❋1♦♠ ❙❤❛✈❡❧❧ ✭✶✾✽✻✮✱ ✇❡ ❦♥♦✇ &❤❛& ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

✐♥9♦❧✈❡♥❝②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ &♦ ♣❛1&✐❛❧ 1✐9❦ ✐♥&❡1♥❛❧✐③❛&✐♦♥✱ ♣1♦✈✐❞❡9 9✉❜♦♣&✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥&✐✈❡9 &♦ ♣1❡✲

✈❡♥& ❛ 1✐9❦ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥&✳ ❙♦ ✇❡ ❛✐♠ &♦ ❞❡&❡1♠✐♥❡ ❤♦✇ &♦ 9❤❛1❡ ❧✐❛❜✐❧✐&② ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ &✇♦

✜1♠9 ✐♥ 9✉❝❤ ❛ ✇❛②✱ ✐❞❡❛❧❧②✱ ❛9 &♦ ♣1♦✈✐❞❡ ♦♣&✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥&✐✈❡9 ❢♦1 ♣1❡✈❡♥&✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛✲

&✐♦♥✱ ❛♥❞ &♦ ❢✉❧❧② ❝♦♠♣❡♥9❛&❡ ✈✐❝&✐♠9✳ Di ✐9 &❤❡ ❛♠♦✉♥& ✐♥ ❞❛♠❛❣❡9 ❛ ✜1♠ i ❤❛9 &♦ ♣❛②

✼

❚❤✐# ♠❡❛♥# (❤❛( ❛ ✈❛*✐❛(✐♦♥ ✐♥ x ❤❛# ♥♦ ✐♠♣❛❝( ♦♥ (❤❡ e ❜❡#(✲*❡#♣♦♥#❡✱ ❛♥❞✱ #✐♠✐❧❛*❧②✱ ❛ ✈❛*✐❛(✐♦♥

✐♥ e ❤❛# ♥♦ ✐♠♣❛❝( ♦♥ (❤❡ x ❜❡#(✲*❡#♣♦♥#❡✳
✽

❙(*✐❝( ❧✐❛❜✐❧✐(② *✉❧❡ ✐# ♦♣♣♦#❡❞ (♦ ♥❡❣❧✐❣❡♥❝❡ *✉❧❡✱ ❛❝❝♦*❞✐♥❣ (♦ ✇❤✐❝❤ ❧✐❛❜✐❧✐(② ✐# #✉❜❥❡❝( (♦ (❤❡

❞❡✈✐❛(✐♦♥ ❢*♦♠ ❛ #(❛♥❞❛*❞ ♦❢ ❞✉❡ ❝❛*❡✳ ❯♥❞❡* #(*✐❝( ❧✐❛❜✐❧✐(②✱ (❤❡ ❧✐❛❜✐❧✐(② ❛♣♣❧✐❡# ✇❤❡♥❡✈❡* ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥(

♦❝❝✉*# ✭✇❤❛(❡✈❡* (❤❡ ✜*♠✬# ❜❡❤❛✈✐♦*✮✳ ❚❤❡*❡ ❛*❡ (✇♦ *❡❛#♦♥# ❢♦* #✉♣♣♦#✐♥❣ #(*✐❝( ❧✐❛❜✐❧✐(②✿ ✜*#(✱ #(*✐❝(

❧✐❛❜✐❧✐(② ✐# ✐♥❝*❡❛#✐♥❣❧② ✉#❡❞ ✐♥ (❤❡ ❢*❛♠❡✇♦*❦ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ (♦ (❤❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥( ❛♥❞ (♦ *❡❣✉❧❛(❡ ❧❛*❣❡✲#❝❛❧❡

*✐#❦# ✭#❡❡ ❈❊❘❈▲❆✱ ♦* ❙❤❛✈❡❧❧ ✭✷✵✵✹✮✱ ❝❤❛♣(❡* ✷✱ J✉♦(✐♥❣ ❋❧❡♠✐♥❣ ✭✶✾✽✸✮ ❛♥❞ ❑❡❡(♦♥ ❡! ❛❧✳ ✭✶✾✽✹✮ ♦♥

(❤❡ ✉#❡ ♦❢ #(*✐❝( ❧✐❛❜✐❧✐(② ✐♥ (❤❡ ❝❛#❡ ♦❢ ❤❛*♠# ❛*✐#✐♥❣ ❢*♦♠ ✏❛❜♥♦*♠❛❧❧② ❞❛♥❣❡*♦✉#✑ ♦* ✏✉❧(*❛❤❛③❛*❞♦✉#✑

❛❝(✐✈✐(✐❡#✮❀ #❡❝♦♥❞✱ #(*✐❝( ❧✐❛❜✐❧✐(② #❡*✈❡# (♦ ♣✉( ❛#✐❞❡ (❤❡ J✉❡#(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝♦♥(*✐❜✉(✐♦♥ (♦ ♥❡❣❧✐❣❡♥❝❡ ✭❛♥❞

#♦ (❤❡ J✉❡#(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❢❛✐*♥❡## ♦❢ ❛♣♣♦*(✐♦♥♠❡♥(✮✱ (❤✉# ❢♦❝✉#✐♥❣ ♦♥ (❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✐##✉❡✳
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✐♥ ❝❛$❡ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥)✱ ❛♥❞ D ✐$ )❤❡ ♦✈❡-❛❧❧ ❛♠♦✉♥) ♦❢ ♣❡♥❛❧)✐❡$ ♣❛✐❞ ❜② )❤❡ )✇♦ ✜-♠$ ✐♥

❝❛$❡ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥) ✭✐✳❡✳ D =
∑

i Di✱ i = O, I✮✳ ❚❤✐$ ♦✈❡-❛❧❧ ❛♠♦✉♥) ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✛❡-❡♥) ❢-♦♠ H ✳

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜-$) )♦ ❞❡)❡-♠✐♥❡ )❤❡ ✜-$)✲❜❡$) $✐)✉❛)✐♦♥✱ )♦✇❛-❞$ ✇❤✐❝❤ ✇❡ $❤♦✉❧❞

$)-✐✈❡✳

✸ ❋✐#$%✲❜❡$%

❋✐-$)✲❜❡$) ❞❡❝✐$✐♦♥$ ❛-❡ ❞❡-✐✈❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❛ $♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛-❡ ❢✉♥❝)✐♦♥✳ ❚❛❦✐♥❣ )❤❡ ♣♦✐♥)

♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛ ❜❡♥❡✈♦❧❡♥)✱ ♦♠♥✐$❝✐❡♥) ❛♥❞ ♦♠♥✐♣♦)❡♥) ❞✐❝)❛)♦-✱ )❤✐$ $♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛-❡ ❢✉♥❝)✐♦♥

✐♥❝❧✉❞❡$ ❛❧❧ $♦❝✐❛❧ ❝♦$)$ ❛♥❞ ❜❡♥❡✜)$ ❢-♦♠ ❛❝)✐✈✐)②✳ ❈♦♥$✐❞❡-✐♥❣ )❤❛) ❜♦)❤ ✐♥♥♦✈❛)✐✈❡ ❛♥❞

♣-♦❞✉❝)✐✈❡ ❛❝)✐✈✐)✐❡$ ❛-❡ $♦❝✐❛❧❧② ❞❡$✐-❛❜❧❡✱ )❤❡ $♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛-❡ ❢✉♥❝)✐♦♥ )♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❝❛♥

❜❡ ✇-✐))❡♥ ❛$✿

SW (x, e) = RI +RO +WI +WO − k.e− c.x− p(x, e)H ✭✶✮

✇✐)❤ p(x, e) = f(x) + g(e)✳ ❚❤✐$ $♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛-❡ ✐$ )❤❡ $✉♠ ♦❢ )❤❡ ✜-♠$✬ -❡✈❡♥✉❡$ ❛♥❞

✇❡❛❧)❤ ♠✐♥✉$ )❤❡ ❝♦$) ♦❢ ❘✫❉✱ )❤❡ ❝♦$) ♦❢ -✐$❦ ♣-❡✈❡♥)✐♦♥✱ ❛♥❞ )❤❡ )♦)❛❧ ❡①♣❡❝)❡❞ ❝♦$)

♦❢ ❞❛♠❛❣❡

✾

✳

❋✐-$)✲❜❡$) ✈❛❧✉❡$ ❢♦- x ❛♥❞ e ❝❛♥ ❜❡ ❞❡-✐✈❡❞ ✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡-✳ ❚❤❡ ✜-$)✲❜❡$)

❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛-❡✱ x∗∗
✱ $❛)✐$✜❡$✿

SWx(x, e) = 0 ⇔ −c−Hf ′(x) = 0

⇔ x∗∗ = (f ′)
−1

[
−c

H

]
✭✷✮
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♣%♦❞✉❝-✐✈❡ ❛❝-✐✈✐-✐❡(✳ ■- ✐( ♥♦- %❡❧❡✈❛♥- -♦ -❛❦❡ ✐- ✐♥-♦ ❛❝❝♦✉♥- ❢%♦♠ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥-✱ ✇❤✐❝❤ ✐( ❛

✏❢✉(✐♦♥✑ ♦❢ ❛❧❧ ♣%✐✈❛-❡ ✐♥-❡%❡(-(✳
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❛♥❞ #❤❡ ✜'(#✲❜❡(# ❡✛♦'# ✐♥ ❘✫❉✱ e∗∗✱ (❛#✐(✜❡(✿

SWe(x, e) = 0 ⇔ −k −Hg′(e) = 0

⇔ e∗∗ = (g ′)
−1

[
−k

H

]
✭✸✮

❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ #❤❛# ❛ ❤✐❣❤❡' ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ H '❡?✉✐'❡( ❛ ❤✐❣❤❡' ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛'❡ ❛♥❞

❘✫❉✱ ❛♥❞ (♦ ✐# '❡?✉✐'❡( ❛ ❧♦✇❡' ♣'♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥# ♦❝❝✉''✐♥❣✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛# #❤❡

✜'(#✲❜❡(# ❡?✉✐❧✐❜'✐✉♠✱ #❤❡ ♣'♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❝❛✉(✐♥❣ ❛ ❞❛♠❛❣❡✿

p(x∗∗, e∗∗) = p(H) = f

(
(f ′)

−1

[
−c

H

])
+ g

(
(g ′)

−1

[
−k

H

])

✐( ❞❡❝'❡❛(✐♥❣ ✐♥ H✳

❲❡ ✉♥❞❡'❧✐♥❡ #❤❡ ✏❞♦✉❜❧❡ ❞✐♠❡♥(✐♦♥✑ ♦❢ #❤✐( ♣'♦❜❧❡♠✿ ✐♥ ✏❝❧❛((✐❝❛❧✑ (#✉❞✐❡( ❢'♦♠ ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②(✐( ♦❢ ❧✐❛❜✐❧✐#② ✭❛❝❝✐❞❡♥# ♠♦❞❡❧(✮ #❤❡'❡ ✐( ♦♥❧② ♦♥❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ #❤❛# ❞❡✜♥❡( #❤❡

'✐(❦ ♣'❡✈❡♥#✐♦♥ (#'❛#❡❣②✳ ■♥ ♦✉' ❝♦♥#❡①# ❜♦#❤ ♣'❡✈❡♥#✐♦♥ ❛♥❞ ❘✫❉ #❛❦❡ ♣❛'# ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧

'✐(❦ ♣'❡✈❡♥#✐♦♥ (#'❛#❡❣②✳ ❇♦#❤ ♦❢ #❤❡(❡ #✇♦ ✈❛'✐❛❜❧❡( ❤❛✈❡ #♦ ❜❡ (❡# ❛# #❤❡✐' ✜'(#✲❜❡(#

✈❛❧✉❡( ✭x∗∗, e∗∗✮ #♦ '❡❛❝❤ #❤❡ ✜'(#✲❜❡(# (✐#✉❛#✐♦♥✳

■♥ ❛♥ ✏✐❞❡❛❧✑ ✇♦'❧❞✱ ✇❤❡'❡ #❤❡ ✜'♠( ❤❛✈❡ ♥♦ (♦❧✈❡♥❝② ❝♦♥(#'❛✐♥#✱ #❤❡ ✜'(#✲❜❡(# (✐#✲

✉❛#✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ '❡❛❝❤❡❞ ❜② ❢♦'❝✐♥❣ ❡❛❝❤ ✜'♠ #♦ ♣❛② H ✐♥ ❝❛(❡ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥#✳ ❙♦ #❤❡'❡

✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦✈❡'❝♦♠♣❡♥(❛#✐♦♥ ♦❢ ✈✐❝#✐♠(✳ ❆♥ ❛❧#❡'♥❛#✐✈❡ ♠❡❝❤❛♥✐(♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ #♦ ✉(❡ ✭x∗∗
✱

e∗∗✮ ❛( ♣♦❧✐❝② ✈❛'✐❛❜❧❡(✿ ✐❢ ♥❡✐#❤❡' ✜'♠ ❛❞♦♣#( ✭x∗∗
✱ e∗∗✮✱ ♣❡♥❛❧#✐❡( ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦(❡❞ ♦♥

#❤❡ ✜'♠(✳ ❲❤❡♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ✜'♠ ❛❞♦♣#( #❤❡ ✜'(#✲❜❡(# ✈❛❧✉❡✱ #❤❡♥ #❤❡ ✉♥✐❧❛#❡'❛❧❧② ❞❡✈✐❛♥#

♣❛'#② ❜❡❛'( #❤❡ ❡♥#✐'❡ ❞❛♠❛❣❡✳

❇✉# ❤❡'❡ #❤❡(❡ ✜'(#✲❜❡(# ♠❡❝❤❛♥✐(♠( ❛'❡ ♥♦# ❡♥❢♦'❝❡❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉(❡ ✇❡ ❛((✉♠❡ #❤❛#

❡❛❝❤ ✜'♠ ❞♦❡( ♥♦# ❤❛✈❡ (✉✣❝✐❡♥# ✇❡❛❧#❤ #♦ ♣❛② ❢♦' #❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛♠❛❣❡✱ ❛♥❞ #❤❡② ❜❡♥❡✜#

❢'♦♠ ❧✐♠✐#❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐#②
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✭Wi < H✮✳ ❯♥❞❡' (✉❝❤ ❛♥ ❛((✉♠♣#✐♦♥✱ ✐♥ ❝❛(❡ ♦❢ ❛ ✈❡'② ❧♦✇
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 ♦ ♣+♦✈✐❞❡ )♦❝✐❛❧❧② ♦♣ ✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥ ✐✈❡) ❢♦+

♣+❡✈❡♥ ✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛ ✐♦♥✳ ❆ )❡❝♦♥❞✲❜❡) ♣♦❧✐❝② ❤❛)  ♦ ❜❡ ❞❡)✐❣♥❡❞✳

✹ ❙❤❛$✐♥❣ ❧✐❛❜✐❧✐*②✿ *❤❡ .❡❝♦♥❞✲❜❡.* .♦❧✉*✐♦♥

❲❡ ❛✐♠  ♦ ✐♥✈❡) ✐❣❛ ❡ ❤♦✇  ♦ )❤❛+❡ ❧✐❛❜✐❧✐ ② ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡  ✇♦ ✜+♠) ✐♥ ♦+❞❡+  ♦ ♣+♦✈✐❞❡✱

✐❢ ♣♦))✐❜❧❡✱ ♦♣ ✐♠❛❧ ✐♥❝❡♥ ✐✈❡) ❢♦+ ♣+❡✈❡♥ ✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛ ✐♦♥✳ ■♥ ❛ ✜+) ) ❡♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡  ♦

✐♥ +♦❞✉❝❡  ❤❡ )❝❤❡♠❡ ♦❢ ❧✐❛❜✐❧✐ ② ✐♥  ❤✐) ♣❛+ ✐❝✉❧❛+ ❝♦♥ ❡① ✳ ❋♦+  ❤❡ )❛❦❡ ♦❢ )✐♠♣❧✐❝✐ ②✱

✇❡ ❛))✉♠❡  ❤❛ D = H ✭❝♦♠♣❧❡ ❡ ❝♦♠♣❡♥)❛ ✐♦♥✮✳

✹✳✶ ■♥%&♦❞✉❝✐♥❣ ❧✐❛❜✐❧✐%② 1❤❛&✐♥❣

●✐✈❡♥  ❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥)♦❧✈❡♥❝② ❝♦♥) +❛✐♥ )✱  ❤❡ ❛♣♣♦+ ✐♦♥♠❡♥ ♦❢ ❧✐❛❜✐❧✐ ② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✲

)❝+✐❜❡❞ ✐♥  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡+✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳ ▲✐❛❜✐❧✐ ② ✇✐ ❤ ♠✉❧ ✐♣❧❡ ❛❝ ♦+) ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥)♦❧✈❡♥❝②

❇❡❛+ ✐♥ ♠✐♥❞  ❤❛ ✇❡ )❡ D = H✱ ❛♥❞ ✇❡ )✉♣♣♦)❡  ❤❛ ♣❡+❢❡❝ ✐♥❢♦+♠❛ ✐♦♥  ❛❦❡)

♣❧❛❝❡✳ ❊❛❝❤ ✜+♠ ✐) )✉❜❥❡❝  ♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥)♦❧✈❡♥❝② ❝♦♥) +❛✐♥ ✭Wi < H✮ ❜✉ ✱ ❜+♦✉❣❤ 

 ♦❣❡ ❤❡+✱  ❤❡  ✇♦ ✜+♠) ❛+❡ ❛❜❧❡  ♦ ❝♦♠♣❡♥)❛ ❡ ❢♦+  ❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ✐♥ ❢✉❧❧ ✭✐✳❡✳ WO+WI > H✮✳

■♥  ❤❛ ❝❛)❡✱  ❛❦✐♥❣ ✐♥ ♦ ❛❝❝♦✉♥  ❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥)♦❧✈❡♥❝② ❝♦♥) +❛✐♥ )✱ ✇❡ ❦♥♦✇  ❤❛  ❤❡

♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛②♠❡♥ ✐♥ ❞❛♠❛❣❡) ✐) ❝❛♣♣❡❞  ♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❛❧ ❤✿ max {Di} = Wi✱

i = I, O✳ ❆) ❛ ❝♦♥)❡G✉❡♥❝❡✱ ♦♥❧②  ❤❡ )✉♠ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❛❧ ❤ ✭WO +WI✮ ✐♥ ❡①❝❡)) ♦❢

 ❤❡ ❛♠♦✉♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♠❛❣❡) ✭D✮ ❝❛♥ ❜❡ )✉❜❥❡❝  ♦ )❤❛+✐♥❣ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡  ✇♦ ✜+♠)

✭WO +WI −D✱ ✐✳❡✳  ❤❡ ❢✉❧❧ ❜❧❛❝❦ )❡❣♠❡♥ ✐♥ ✜❣✉+❡ ✶✮✳ I+♦♣♦)✐ ✐♦♥ ✶ )❤♦✇)  ❤❛  ❤❡+❡ ✐)

❛❧✇❛②) ❛ )❤❛+❡ [WO +WI −D] θ✱ ✇✐ ❤ θ ∈ [0, 1] ♦❢  ❤✐) ❛♠♦✉♥  ❤❛ ✐) ❛❧❧♦❝❛ ❡❞  ♦ ✜+♠

I ❛♥❞ ❛ )❤❛+❡ [WO +WI −D] (1− θ)  ❤❛ ✐) ❛❧❧♦❝❛ ❡❞  ♦ ✜+♠ O✳

✶✶

▼♦"❡♦✈❡"✱ ✉'✐♥❣ ✭x∗∗
✱ e∗∗✮ ❛' ♣♦❧✐❝② ✈❛"✐❛❜❧❡' '✉♣♣♦'❡ ❛ ♣❡"❢❡❝4 ♦❜'❡"✈❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❛✉4❤♦"✐4✐❡'

♦♥ 4❤❡'❡ ✈❛"✐❛❜❧❡'✳ ■♥❢♦"♠❛4✐♦♥❛❧ ❝♦'4' '❤♦✉❧❞ ❛❧'♦ ❜❡ 4❛❦❡♥ ✐♥4♦ ❛❝❝♦✉♥4✳

✶✷



■! ✐# ✐♠♣♦'!❛♥! !♦ ♥♦!❡ !❤❛! θ ✐♥ !❤✐# ♣'♦♣♦#✐!✐♦♥ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡# !♦ !❤❡ ✏#❤❛'✐♥❣ ③♦♥❡✑✱

WO+WI−D✱ ❛♥❞ ♥♦! ♦♥ !❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ D✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉#❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥#♦❧✈❡♥❝②

❝♦♥#!'❛✐♥!#✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❛②♠❡♥!# ❛'❡ ❜♦✉♥❞❡❞✿ Di ∈ [D − Wj,Wi]✱ i = O, I✱ j = O, I✱

i 6= j✳ ❙♦✱ θ = 0.5 ❞♦❡# ♥♦! ♠❡❛♥ !❤❛! 50 ♣❡'❝❡♥! ♦❢ !❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❛♠❛❣❡# D ❤❛✈❡ !♦ ❜❡

♣❛✐❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜'♠✳ ■! ♠❡❛♥# !❤❛! 50 ♣❡'❝❡♥! ♦❢ !❤❡ ❛♠♦✉♥! !♦ ❜❡ #❤❛'❡❞✱ WO +WI −D✱

❤❛# !♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② ❡❛❝❤ ✜'♠

✶✷

✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✶ ❚❤❡ #❤❛%✐♥❣ ♣%♦♣♦#✐+✐♦♥

❚✇♦ ✜$♠& O ❛♥❞ I✱ ✇✐,❤ ✐♥✐,✐❛❧ ❡♥❞♦✇♠❡♥,& WO ❛♥❞ WI ✱ ❤❛✈❡ ,♦ ❝♦❧❧❡❝,✐✈❡❧② ♣❛②

❛ ❞❡❜, D✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ✐& ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✉♥❛❜❧❡ ,♦ ♣❛② ,❤❡ ❡♥,✐$❡ ❞❡❜,✱ ❜✉, ,❤❡ &✉♠ ♦❢ ,❤❡✐$

✇❡❛❧,❤ ❛❧❧♦✇& ,❤❡♠ ,♦ ♣❛② D✱ ✐✳❡✳✿

WO < D

WI < D

WO +WI > D

■♥ ,❤❛, ❝❛&❡✱ ,❤❡$❡ ✐& ❛❧✇❛②& ❛ ✉♥✐;✉❡ ✈❛❧✉❡ θ ∈ [0, 1] ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ✜$♠ O✬& ♣❛②♠❡♥, ✐&

♥❡❝❡&&❛$✐❧②✿

DO = WO − [WO +WI −D] θ

❛♥❞ ✜$♠ I✬& ♣❛②♠❡♥, ✐&✿

DI = WI − [WO +WI −D] (1− θ)

 !♦♦❢✳✿ #❡❡ !❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❲❡ '❡♠❛'❦ !❤❛! θ ✐# ❛ ✏❦✐♥❞ ♦❢✑ ♥♦♥✲❥♦✐♥! ❧✐❛❜✐❧✐!②✱ ✐♥ !❤❡ #❡♥#❡ !❤❛! ❡❛❝❤ ✜'♠ ♦♥❧②

♣❛②# ❢♦' ✐!# #❤❛'❡ ♦❢ ❧✐❛❜✐❧✐!② ✭!❤✐# #❤❛'❡ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥❧② !♦ !❤❡ #❤❛'✐♥❣ ③♦♥❡✱ WO+WI−D✮✳

✶✷

❆♥♦#❤❡& ✐❧❧✉*#&❛#✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛*❡✿ ✐❢ θ = 0✱ ✜&♠ I ❞♦❡* ♥♦# ❝♦♥#&✐❜✉#❡ #♦ #❤❡ ❛♠♦✉♥#

#♦ ❜❡ *❤❛&❡❞✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛②♠❡♥# ✐* ❛❧❧♦❝❛#❡❞ #♦ ✜&♠ O✱ ✇❤✐❝❤ ♣❛②* ❛❧❧ ✐#* ✇❡❛❧#❤ WO✱ ❛♥❞ ✜&♠ I

♦♥❧② ♣❛②* #❤❡ &❡♠❛✐♥❞❡&* D −WO✳

✶✸



❇✉"✱ ❛% ✇❡ ✇✐❧❧ %❡❡ ❧❛"❡*✱ "❤✐% ❛♣♣♦*"✐♦♥♠❡♥" ❞❡♣❡♥❞% ♦♥ ♣❛*❛♠❡"❡*% *❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ ❝❤❛*✲

❛❝"❡*✐%"✐❝% ♦❢ "❤❡ "✇♦ ❞❡❢❡♥❞❛♥"%✱ ❛♥❞ ♦♥ ♣❛*❛♠❡"❡*% *❡❧❛"❡❞ "♦ "❤❡ *❡❧❛"✐♦♥%❤✐♣ ❜❡"✇❡❡♥

"❤❡♠✳

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ "♦ ♣*♦✈✐❞❡ ♠♦*❡ ❞❡"❛✐❧% ❛❜♦✉" ❤♦✇ "❤❡ ❞✐✛❡*❡♥" ♣❛*"✐❡% ✐♥"❡*❛❝" ✇✐"❤

❡❛❝❤ ♦"❤❡*✳

✹✳✷ ❚✐♠✐♥❣

❚❤❡ %❝❤❡❞✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡%❝*✐❜❡❞ ❜② "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜❣✉*❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳ ❉❡❝✐%✐♦♥ "*❡❡

■♥ ❛ ✜*%" %"❡♣✱ "❤❡ *❡❣✉❧❛"♦* ✭♣❧❛②❡* R ✐♥ ✜❣✉*❡ ✷✮ ❛♥♥♦✉♥❝❡% "❤❡ %❤❛*✐♥❣ *✉❧❡ (θ, 1−θ).

❚❤✐% *✉❧❡ ✐% ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ "♦ "❤❡ "✇♦ ✜*♠% I ❛♥❞ O✳ ❘❡❝❛❧❧ "❤❛" ❢*♦♠ θ✱ ✇❡ ❝❛♥

❞❡❞✉❝❡ "❤❡ ❛♠♦✉♥" ✐♥ ❞❛♠❛❣❡% ❡❛❝❤ ✜*♠ ❤❛% "♦ ♣❛② ✐♥ ❝❛%❡ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥"✿ DI = DI(θ)✱

DO = DO(θ)✳

◆❡①"✱ ✜*♠ I ❤❛% "♦ ❝❤♦♦%❡ ✐"% ❡✛♦*" e ✐♥ ❘✫❉✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇% ✐" "♦ ♦✛❡* ❛ ♥❡✇ "❡❝❤✲

♥♦❧♦❣② "♦ ✜*♠ O ❢♦* ❛ ♣*✐❝❡ Y (e)❀ "❤✐% ♣*✐❝❡ *❡%✉❧"% ❢*♦♠ ❛ ❜❛*❣❛✐♥ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✜*♠ O ❝❤♦♦%❡% ✐"% ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛*❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ❝❛%❡ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥" "❤❡ *❡❣✉❧❛"♦* ❡♥❢♦*❝❡%

❧✐❛❜✐❧✐"②✳

◆♦✇ ✇❡ "✉*♥ "♦ ❞❡"❡*♠✐♥❡ ♣*✐✈❛"❡ ❡I✉✐❧✐❜*✐❛ ❢♦* ❝❛*❡ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛"✐♦♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥

"❤❡ ❧✐❛❜✐❧✐"② %❤❛*✐♥❣ *✉❧❡ θ✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐% %♦❧✈❡❞ ❜❛❝❦✇❛*❞✳

✶✹



✹✳✸ #$✐✈❛(❡ ❡*✉✐❧✐❜$✐❛

■♥ ❛ ✜$%& %&❡♣ ✇❡ ❞❡&❡$♠✐♥❡ &❤❡ ♣$✐✈❛&❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣$❡✈❡♥&✐♦♥✱ ❢♦$ ❛ &❡❝❤♥♦❧♦❣② ✇✐&❤ ❛ ❣✐✈❡♥

❧❡✈❡❧ e ✐♥ ❘✫❉✳ ❋✐$♠ O✬% ♦❜❥❡❝&✐✈❡ ✐%✿

max
x

Π̃O(x, e, θ) = RO +WO − Y (e)− c.x− p(x, e).DO

✇✐&❤ p(x, e) = f(x) + g(e) ❛♥❞ DO = WO − [WO +WI −D] θ

❲❡ ✜♥❞ ♦♥❡ ♣$✐✈❛&❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣$❡✈❡♥&✐♦♥✱ x∗
✱ ✇❤✐❝❤ %❛&✐%✜❡%✿

Π̃O
x (x, e, θ,D) = 0

−c−DOf
′(x) = 0

x∗ = (f ′)
−1

[
−c

DO

]

x∗ = (f ′)
−1

[
c

[WO +WI −D] θ −WO

]
✭✹✮

❘❡♠❛$❦ ✶✿ &❤❡ %❡❝♦♥❞✲♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✐% %❛&✐%✜❡❞ ✿

Π̃O
xx(x, e, θ,D) = −DOf

′′

(x) < 0

❛♥❞ %✐♥❝❡(f ′)−1
✐% ❛♥ ✐♥❝$❡❛%✐♥❣ ❢✉♥❝&✐♦♥✱ x∗

✐% ❛ ❞❡❝$❡❛%✐♥❣ ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ θ. ▼♦$❡♦✈❡$✱ ✇❡

❤❛✈❡ ✿

x∗ = (f ′)
−1

[
−c

DO

]
≤ x∗∗ = (f ′)

−1

[
−c

D

]

■♥ ❛ %❡❝♦♥❞ %&❡♣✱ ❜❡❢♦$❡ ❞❡&❡$♠✐♥✐♥❣ &❤❡ ♣$✐✈❛&❡ ❧❡✈❡❧ e∗ ✐♥ ❘✫❉✱ ✐& ✐% ♥❡❝❡%%❛$② &♦

❞❡&❡$♠✐♥❡ ❛& ✇❤❛& ♣$✐❝❡ ❛ ♥❡✇ &❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ %♦❧❞✳

❚❤✐% ♣$✐❝❡ $❡%✉❧&% ❢$♦♠ ❛ ❜❛$❣❛✐♥ ❜❡&✇❡❡♥ &❤❡ &✇♦ ✜$♠%✳ ❲❡ %✉♣♣♦%❡ &❤❡ ❜❛$❣❛✐♥✐♥❣

♣♦✇❡$ &♦ ❜❡ ❝♦$$❡❧❛&❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ❞❡❣$❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ❘✫❉ ♠❛$❦❡&✳ ❚❤❡ &✇♦

✶✺



❡①"#❡♠❡ ❝❛'❡' ❛#❡ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

✭✐✮ ✇❤❡♥ ♣❡#❢❡❝" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ❤♦❧❞' ♦♥ "❤❡ ❘✫❉ ♠❛#❦❡"✱ ✜#♠ I ✐' ❛ ♣#✐❝❡ "❛❦❡# '♦

"❤❛" "❤❡ '❡❧❧✐♥❣ ♣#✐❝❡ ♦❢ "❤❡ ♥❡✇ "❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐' ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥" ❢#♦♠ "❤❡ ❡✛♦#" ✐♥ ❘✫❉✳ ❙♦

✇❡ ❤❛✈❡✿

Y (e) = Y0

✭✐✐✮ ✐♥ ❝❛'❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧② ♦♥ "❤❡ ❘✫❉ ♠❛#❦❡"✱ ✜#♠ I ✐' ❛ ♣#✐❝❡ ♠❛❦❡# '♦ "❤❛" ✐" ✐'

❛❜❧❡ "♦ ❡①"#❛❝" ❛❧❧ ✜#♠ O✬' '✉#♣❧✉' ❢#♦♠ ❘✫❉✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡✿

YI(e) = DO(g(0)− g(e))

✇❤✐❝❤ ❝♦##❡'♣♦♥❞' "♦ ✜#♠ O✬' ♥❡" ❜❡♥❡✜" ❢#♦♠ ❘✫❉ ✭#❡❧❛"✐✈❡❧② "♦ ✉'✐♥❣ ✐"' ♦✇♥ ❞❡❢❛✉❧"

"❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛' ♥♦ ❘✫❉ ❡♠❜❡❞❞❡❞✮✳

■♥ ♦"❤❡# ✇♦#❞'✱ ✐♥ ❝❛'❡ ♦❢ ♣❡#❢❡❝" ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ ❘✫❉ ♠❛#❦❡" ✭❝❛'❡ ✭✐✮✮✱ ✜#♠ I

✐' ✉♥❞❡# "❤❡ "❤#❡❛" ♦❢ ♦"❤❡# ❝♦♠♣❡"✐"♦#'✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇' ✜#♠ O "♦ ♥❡❣♦"✐❛"❡ "❤❡ ♣#✐❝❡✳ ■♥

❝❛'❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧②✱ ✜#♠ I ✜①❡' "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ '❡❧❧✐♥❣ ♣#✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡' ✜#♠ O ✐♥❞✐✛❡#❡♥"

❜❡"✇❡❡♥ ❜✉②✐♥❣ ♦# ♥♦" ❜✉②✐♥❣ "❤❡ ♥❡✇ "❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ■♥ ❝❛'❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣❡#❢❡❝"❧② ❝♦♠♣❡"✐"✐✈❡

♠❛#❦❡"✱ "❤❡#❡ ✐' ❛ ♠✐①❡❞ '✐"✉❛"✐♦♥ ✇❤❡#❡ "❤❡ '❡❧❧✐♥❣ ♣#✐❝❡ ✐'✿

Y (e) = λY0 + (1− λ)YI(e)

Y (e) = λY0 + (1− λ) [DO(g(0)− g(e))] ✇✐"❤ 0 ≤ λ ≤ 1

✇❤❡#❡ λ ✐' ❛♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ✜#♠ O✬' ❜❛#❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡#✿ ✇❤❡♥ λ = 0 "❤❡ ❘✫❉ ♠❛#❦❡" ✐' ❛

♠♦♥♦♣♦❧② ❛♥❞ ✜#♠ I ❝❛♥ ❝❤❛#❣❡ "❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ '❡❧❧✐♥❣ ♣#✐❝❡ ✭♥♦ ❜❛#❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡# ❢♦#

✜#♠ O✮❀ ✇❤❡♥ λ = 1 "❤❡ ❘✫❉ ♠❛#❦❡" ✐' ♣❡#❢❡❝"❧② ❝♦♠♣❡"✐"✐✈❡ ❛♥❞ "❤❡ ♣#✐❝❡ ✐' ❛♥ ❡①✲

♦❣❡♥♦✉' ✈❛#✐❛❜❧❡ ✭♠❛①✐♠✉♠ ❜❛#❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡# ❢♦# ✜#♠ O✮✳

❆' ❛ ❝♦♥'❡G✉❡♥❝❡✱ ✐♥ ❛ ❧❛'" '"❡♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ "❤❡ ♣#✐✈❛"❡ ❡✛♦#" ✐♥ ❘✫❉✱ e∗✱ ✇❤✐❝❤

✶✻



✐! ✉♥❞❡&'❛❦❡♥ ❜② ✜&♠ I✳ ❚❤✐! ❡✛♦&' &❡!♣♦♥❞! '♦ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣&♦❜❧❡♠✿

max
e

Π̃I(x∗, e, θ) = RI +WI + Y (e)− ke− p(x∗, e)DI

✇✐'❤✿ Y (e) = λY0 + (1− λ) [DO(g(0)− g(e))]✱ p(x∗, e) = f(x∗) + g(e)

❆♥❞ !♦✱ e∗ !❛'✐!✜❡! Π̃I
e(x

∗, e, θ) = 0✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇&✐''❡♥ ❛!✿

Π̃I
e(x

∗, e, θ) = (1− λ) [DOg
′(e)]− k −DIg

′(e) = 0

g′(e∗) =
k

−DO(1− λ)−DI

e∗ = (g ′)
−1

[
k

λDO −D

]
✭✺✮

❘❡♠❛$❦ ✷✿

✭✐✮ ❲❡ ❦♥♦✇ g′(e∗) ≤ 0 ❛♥❞ '❤❡ !❡❝♦♥❞✲♦&❞❡& ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ✐! !❛'✐!✜❡❞ ✿ Π̃I
ee(x

∗, e, θ) < 0

!✐♥❝❡ g”(e) > 0. ▼♦&❡♦✈❡& g′(e∗) = k
λDO−D

≤ g ′ (e∗∗) =
[
k
D

]
✳ ❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡✿ e∗ ≤ e∗∗

✭✐✐✮ e∗ ❞❡♣❡♥❞! ♦♥ θ✳ ❙'❛&'✐♥❣ ❢&♦♠ ✭✺✮ ✇❡ ❤❛✈❡✿

e∗ = (g ′)
−1

[
k

λDO −D

]

e∗ = (g ′)
−1

[
k

λ(WO − [WO +WI −D] θ)−D

]

❆♥❞ !♦ e∗ ✐! ❛♥ ✐♥❝&❡❛!✐♥❣ ❢✉♥❝'✐♦♥ ♦❢ θ !✐♥❝❡ k > 0✳

✭✐✐✐✮ ❲❤❡♥ λ = 0 ✭♠♦♥♦♣♦❧② ♦❢ ✜&♠ I ♦♥ '❤❡ ❘✫❉ ♠❛&❦❡'✮✱ '❤❡ ❡G✉✐❧✐❜&✐✉♠ ❡✛♦&'

e∗ ✐! ❡G✉❛❧ '♦ '❤❡ ✜&!'✲❜❡!' ♦♥❡✱ e∗∗✳

H♦✐♥' ✭✐✐✐✮ ♦❢ ❘❡♠❛&❦ ✷ ✐! ❡❛!✐❧② ✐♥'❡&♣&❡'❛❜❧❡✿ ✐♥ ❝❛!❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧②✱ ✜&♠ I ❤❛! '❤❡

❛❜✐❧✐'② '♦ !❡' ✐'! ♦✇♥ !❡❧❧✐♥❣ ♣&✐❝❡✳ ■'! ♦♥❧② ❝♦♥!'&❛✐♥' ✐! ✜&♠ O ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥'❡&❡!' ✐♥

❜✉②✐♥❣ '❤❡ ♥❡✇ '❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❙♦ '❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ !❡❧❧✐♥❣ ♣&✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞✱ !♦ '❤❛' ✜&♠ O ✐!

✐♥❞✐✛❡&❡♥' ❜❡'✇❡❡♥ ❜✉②✐♥❣ ♦& ♥♦' ❜✉②✐♥❣ '❤❡ ♥❡✇ '❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❚❤&♦✉❣❤ '❤✐! ♠❛①✐♠✉♠

!❡❧❧✐♥❣ ♣&✐❝❡✱ ✜&♠ I ✐♥'❡&♥❛❧✐③❡! '❤❡ ✇❤♦❧❡ !♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜' ❢&♦♠ ✐'! ❘✫❉ ❛❝'✐✈✐'②❀ ❡♥❝♦✉&✲

✶✼



❛❣✐♥❣ ✐$ $♦ ♣'♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✛♦'$ ❡,✉❛❧ $♦ e∗∗✳

❋'♦♠ ❘❡♠❛'❦ ✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❡ ❝❛♥ 9❡❡ $❤❛$ ❢♦' ❛♥② 9❤❛'✐♥❣ '✉❧❡ (θ, 1 − θ), ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

x∗ < x∗∗
✱ e∗ ≤ e∗∗✳ ■$ ❢♦❧❧♦✇9✿

p(x∗, e∗) > p(x∗∗, e∗∗)

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✷

❋♦" ❛♥② &❤❛"✐♥❣ "✉❧❡ (θ, 1 − θ)✱ .❤❡ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.② ♦❢ ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥. ♦❝❝✉""✐♥❣ ✇✐.❤ ♣"✐✈❛.❡

❡6✉✐❧✐❜"✐❛ p(x∗, e∗) ✐& ❤✐❣❤❡" .❤❛♥ ♣"♦❜❛❜✐❧✐.② p(x∗∗, e∗∗) ♦❢ ❝❛✉&✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡ ✇❤❡♥ ❜♦.❤

♣"❡✈❡♥.✐♦♥ ❛♥❞ ❘✫❉ ❛"❡ &❡. ❛. .❤❡✐" ✜"&.✲❜❡&. ✈❛❧✉❡&✳

✹✳✹ ❚❤❡ %❡❝♦♥❞✲❜❡%, %❤❛.✐♥❣ .✉❧❡

◆♦✇ ✇❡ $✉'♥ $♦ ❞❡$❡'♠✐♥✐♥❣ $❤❡ ✭9❡❝♦♥❞✲❜❡9$✮ ♦♣$✐♠❛❧ 9❤❛'✐♥❣ '✉❧❡ θ∗✳ ❚❤✐9 ❝♦♥9✐9$9 ♦❢

✜♥❞✐♥❣ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡9 $❤❡ 9♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛'❡ ❢✉♥❝$✐♦♥ SW (x, e)✭❛9 ❞❡✜♥❡❞

❜② ✭✶✮✮✱ ❜② $❛❦✐♥❣ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ♣'✐✈❛$❡ ❡,✉✐❧✐❜'✐❛ x∗
❛♥❞ e∗ ✭'❡9♣❡❝$✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜②

✭✹✮ ❛♥❞ ✭✺✮✮✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡✿

max
θ

SW (x∗, e∗, θ) = RO +RI +WO +WI − c.x∗ − k.e∗ − p(x∗, e∗).D

■♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ K'♦♣♦9✐$✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡$❡'♠✐♥❡❞ $❤❡ 9❡❝♦♥❞✲❜❡9$ 9❤❛'✐♥❣ '✉❧❡ θ∗

✇❤❡♥ f ′′
❛♥❞ g′′ ❛'❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ WO ❛♥❞ WI ❛'❡ 9✉✣❝✐❡♥$❧② ❝❧♦9❡ $♦ ✭❜✉$ 9$✐❧❧

❧♦✇❡' $❤❛♥✮ D✳

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✸ ❚❤❡ #❡❝♦♥❞✲❜❡#* +✉❧❡ ♣+♦♣♦#✐*✐♦♥

✭✐✮ ❚❤❡ &❡❝♦♥❞ ❜❡&. ♣♦❧✐❝②♠❛❦❡"✬& ♣"♦❜❧❡♠✿

max
θ

[SW (x∗, e∗, θ)]

e∗ ∈ argmax
e

Π̃I(x∗, e, θ)

x∗ ∈ argmax
x

Π̃O(x, e, θ)

✶✽



❤❛" ❛♥ ♦♣&✐♠❛❧ "❤❛*✐♥❣ *✉❧❡ θ∗ ∈ [0, 1[ ❛♥❞ ♦♣&✐♠❛❧ ❡/✉✐❧✐❜*✐❛ x∗
❛♥❞ e∗ "✉❝❤ &❤❛&

g ′(e∗) =
k

λ(WO − [WO +WI −D] θ∗)−D
❛♥❞ f ′(x∗) =

c

WO − [WO +WI −D] θ∗

✇❤❡♥ &❤❡ ✈❛❧✉❡" ♦❢ WO ❛♥❞ WI ❛*❡ "✉✣❝✐❡♥&❧② ❝❧♦"❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✳

✭✐✐✮ ■♥ &❤❡ "♣❡❝✐✜❝ ❝❛"❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧② ♦♥ &❤❡ ❘✫❉ ♠❛*❦❡& ✭λ = 0✮✱ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ "❤❛*✐♥❣

✐" θ∗ = 0 ✭✐✳❡✳ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❛❜✐❧✐&② ♦♥ ✜*♠ O✮✳

 !♦♦❢✳✿ !❡❡ #❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

,♦✐♥# ✭✐✐✮ ♦❢ ,1♦♣♦!✐#✐♦♥ ✸ ❞✐1❡❝#❧② ❢♦❧❧♦✇! ❢1♦♠ ❘❡♠❛1❦ 2 ♣♦✐♥# ✭✐✐✐✮✿ ✐♥ ❝❛!❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧②✱

✇❤❛#❡✈❡1 #❤❡ !❤❛1✐♥❣ 1✉❧❡ θ✱ ✜1♠ I ✐! ❛❜❧❡ #♦ ✐♥#❡1♥❛❧✐③❡ #❤❡ ✇❤♦❧❡ !♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜# ❢1♦♠ ✐#!

❘✫❉ ❛❝#✐✈✐#②✱ !♦ #❤❛# e∗ = e∗∗✳ ❙♦ #❤❡ ♦♥❧② ♣1♦❜❧❡♠ #♦ ♦✈❡1❝♦♠❡ ✐! #❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❝❡♥#✐✈❡!

❢♦1 1✐!❦ ♣1❡✈❡♥#✐♦♥ ♣1♦✈✐❞❡❞ #♦ ✜1♠ O✳ ❚❤✐! ✐! ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣1♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛1#✐❛❧ 1✐!❦ ✐♥#❡1✲

♥❛❧✐③❛#✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❙❤❛✈❡❧❧ ✭✶✾✽✻✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐! ✜①❡❞ #❤1♦✉❣❤ ❛ ❤✐❣❤❡1 ♣❛②♠❡♥# ✐♥ ❞❛♠❛❣❡! ✐♥

❝❛!❡ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥#✿ x∗
❞❡❝1❡❛!❡! ✇✐#❤ θ✳ ❙♦✱ ✐♥ ❝❛!❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧②✱ #❤❡ !❡❝♦♥❞✲❜❡!# !✐#✉❛#✐♦♥

1❡J✉✐1❡! ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❛❜✐❧✐#② ♦♥ ✜1♠ O✳

✶✸

◆♦#❡ #❤❛# ✇❡ ❝❤❡❝❦ #❤❡ !#❛❜✐❧✐#② ♦❢ #❤❡!❡ ❡J✉✐❧✐❜1✐❛✿ ❢♦1 ❛ ❣✐✈❡♥ θ∗✱ #❤❡ ✜1♠! ❝❤♦♦!❡! #❤❡

❝♦11❡!♣♦♥❞✐♥❣ x∗
❛♥❞ e∗ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐♥#❡1❡!# ✐♥ ❞❡✈✐❛#✐♥❣✱ ❜② ❛❞♦♣#✐♥❣ ❛ ❧♦✇❡1 ❡✛♦1# ✐♥

♣1❡✈❡♥#✐♦♥ ♦1 ✐♥ ❘✫❉

✶✹

✳

✹✳✺ ❚❤❡ &♦❧❡ ♦❢ *❤❡ ❘✫❉ ♠❛&❦❡*

◆♦✇ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ #❤❡ !❡❝♦♥❞✲❜❡!# 1✉❧❡ ♦❢ ❛♣♣♦1#✐♦♥♠❡♥# ✐! !❡♥!✐#✐✈❡ #♦ #❤❡ ❞❡❣1❡❡ ♦❢

❝♦♠♣❡#✐#✐♦♥ ♦♥ #❤❡ ❘✫❉ ♠❛1❦❡#✳

 !♦♣♦&✐(✐♦♥ ✹ ❚❤❡ ♠❛*❦❡& ♣♦✇❡* ♣*♦♣♦"✐&✐♦♥

❚❤❡ "❡❝♦♥❞✲❜❡"& "❤❛*✐♥❣ *✉❧❡ ✐" "❡♥"✐&✐✈❡ &♦ &❤❡ ♠❛*❦❡& *❡❧❛&✐♦♥"❤✐♣ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦" &❤❡

&✇♦ ✜*♠"✳

✶✸

❇✉" x∗
#❡♠❛✐♥) ❧♦✇❡# "❤❛♥ x∗∗

❜❡❝❛✉)❡ ♦❢ ✜#♠ O✬) ✐♥)♦❧✈❡♥❝②✿ WI < D = H
✶✹

❚❤❡ ♣❛②♠❡♥" ♦❢ ❛ ✜♥❡ ✐♥ ❝❛)❡ ♦❢ ❞❡✈✐❛"✐♦♥ ✲ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜)❡#✈❡❞ ❡① ♣♦$%✱ ✇❤❡♥ ♣❛#"✐❡) ❛#❡

❜❡❢♦#❡ "❤❡ ❈♦✉#" ✲ ❡♥)✉#❡) ❛ )"#✐❝" )"❛❜✐❧✐"② ♦❢ ❡<✉✐❧✐❜#✐❛✳ ❉❡♠♦♥)"#❛"✐♦♥ ✐) ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✉♣♦♥ #❡<✉❡)"✳

✶✾



❚❤❡ ❤✐❣❤❡% &❤❡ ❞❡❣%❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡&✐&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ❘✫❉ ♠❛%❦❡&✱ &❤❡ ❤✐❣❤❡% &❤❡ 4❤❛%❡ ♦❢

❧✐❛❜✐❧✐&② &♦ ❛♣♣♦%&✐♦♥ &♦ &❤❡ ✐♥♥♦✈❛&✐✈❡ ✜%♠ ✭✜%♠ I✮✳

 !♦♦❢✳✿ !❡❡ #❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

❙#❛-#✐♥❣ ❢-♦♠ #❤❡ ♠♦♥♦♣♦❧② ❝❛!❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ 6-♦♣♦!✐#✐♦♥ ✸ ♣♦✐♥# ✭✐✐✮✱ #❤❡ ✐♥#✉✐#✐♦♥

✐! #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❛! !♦♦♥ ❛! #❤❡ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡#✐#✐♦♥ ♦♥ #❤❡ ❘✫❉ ♠❛-❦❡# ✐♥❝-❡❛!❡!✱ #❤❡

❛❜✐❧✐#② ♦❢ ✜-♠ I #♦ !❡# ✐#! ♦✇♥ !❡❧❧✐♥❣ ♣-✐❝❡ ❞❡❝-❡❛!❡!✳ ■#! ❝❛♣❛❝✐#② #♦ ❛❜!♦-❜ #❤❡ ✇❤♦❧❡

!♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜# ❢-♦♠ ✐#! ❘✫❉ ❛❝#✐✈✐#② ❞❡❝-❡❛!❡!✱ !♦ #❤❛# ❛ ♣-♦❜❧❡♠ ♦❢ ♣❛-#✐❛❧ ✐♥#❡-♥❛❧✲

✐③❛#✐♦♥ ❛♣♣❡❛-!✳ ❚❤✐! ❧❡!!❡♥! #❤❡ ✐♥❝❡♥#✐✈❡! #♦ ❞♦ R&D✱ ❛♥❞ !♦ ✐# ✐! !♦❝✐❛❧❧② ❞❡!✐-❛❜❧❡

#♦ ✭♣❛-#✐❛❧❧②✮ ♦✛!❡# #❤✐! ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❝❡♥#✐✈❡! #❤-♦✉❣❤ ❛♥ ✐♥❝-❡❛!❡ ✐♥ ✜-♠ I✬! !❤❛-❡ ♦❢ ❧✐❛❜✐❧✐#②✳

❲❡ ❤❛✈❡ ✐❞❡♥#✐✜❡❞ !❡❝♦♥❞✲❜❡!# !❤❛-✐♥❣ -✉❧❡!✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡✲

#✐#✐♦♥ ♦♥ #❤❡ ❘✫❉ ♠❛-❦❡# ✭♦-✱ !✐♠✐❧❛-❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ -❡❧❛#✐✈❡ ❜❛-❣❛✐♥✐♥❣ ♣♦✇❡-

❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ #✇♦ ♣❛-#✐❡!✮✳ ❲❡ ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ #❤❡ ❡①✐!#❡♥❝❡ ♦❢ !✉❝❤ !✐#✉❛#✐♦♥! ♠♦-❡ ❞❡❡♣❧②

❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡✳

✹✳✻ ❆ ♥✉♠❡(✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡

■♥ ♦-❞❡- #♦ !❡❡ #♦ ✇❤❛# ❡①#❡♥# ♦✉- !❤❛-✐♥❣ -✉❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭♦-✱ !✐♠✐❧❛-❧②✱ #♦ !❡❡ #♦

✇❤❛# ❡①#❡♥# #❤❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥! ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♦❢ ♦✉- !❤❛-✐♥❣ -✉❧❡ ❛-❡ -❡!#-✐❝#✐✈❡ ♦- ♥♦#✮✱ ✇❡

♣-♦✈✐❞❡ ❛ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ✐❧❧✉!#-❛#✐♦♥✳

❋♦- #❤✐!✱ ✇❡ !✉♣♣♦!❡ #❤❡ ♣-♦❜❛❜✐❧✐#② ♦❢ ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥# ♦❝❝✉--✐♥❣ #♦ ❜❡ ❛!✿ p(x, e) =

exp(−αx)+exp(−βe)
γ

✱ γ ≥ 2✳ ❚❤✐! !♣❡❝✐✜❝❛#✐♦♥ !❛#✐!✜❡! #❤❡ ❞❡-✐✈❛#✐✈❡! ♣-♦♣❡-#✐❡! ✇❤✐❝❤ ✇❡

♣♦!❡❞ ✐♥ ♦✉- ❛!!✉♠♣#✐♦♥!✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ #❤❡ !❡♣❛-❛❜✐❧✐#② ❜❡#✇❡❡♥ x ❛♥❞ e✳ ❲❡ -❡❞❡✈❡❧♦♣ ♦✉-

#❤❡♦-❡#✐❝❛❧ ❛♥❛❧②!✐! ❢♦- #❤✐! !♣❡❝✐❛❧ ❝❛!❡✳ ❲❡ ✜♥❞ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !♣❡❝✐✜❝ -❡!✉❧#✳

❘❡'✉❧* ✶ ❈♦♥4✐❞❡% &❤❡ 4♣❡❝✐✜❝ ❝❛4❡ ✇❤❡%❡ &❤❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐&② ♦❢ ❛♥ ❛❝❝✐❞❡♥& ♦❝❝✉%%✐♥❣ 4❛&✲

✐4✜❡4✿ p(x, e) = exp(−αx)+exp(−βe)
γ

✳

❊①❝❡♣& ❢♦% &❤❡ ❝❛4❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧② ✭✐✳❡✳ λ 6= 0✮✱ &❤❡%❡ ✐4 ❛♥ ♦♣&✐♠❛❧ ❛♣♣♦%&✐♦♥♠❡♥&

θ ∈]0, 1[ ✐❢ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐&✐♦♥4 ❛%❡ ♠❡&✿

✷✵



✭✐✮

α/c
β/k

✐# ❤✐❣❤❡' (❤❛♥ 1/3 (λ−1)2

2λ+1

✭✐✐✮ ❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❛❧(❤ WO ❛♥❞ WI ❛'❡ #✉✣❝✐❡♥(❧② ❤✐❣❤✳

 !♦♦❢✳✿ !❡❡ #❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

,♦✐♥# ✭✐✮ ♦❢ ❘❡!✉❧# 1 #❡❛❝❤❡! ✉! #❤❛# ❢♦5 ❛♥ ✐♥#❡5✐♦5 !♦❧✉#✐♦♥ #♦ ❡①✐!#✱ ✐♥ #❤✐! ♣❛5#✐❝✉❧❛5

❝❛!❡✱ ✐# ✐! ♥❡❝❡!!❛5② ❢♦5 #❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✲ ❝♦!# 5❛#✐♦ ♦❢ ♣5❡✈❡♥#✐♦♥ #♦ ❜❡ !✉✣❝✐❡♥#❧② ❤✐❣❤❡5

#❤❛♥ #❤❛# ♦❢ ✐♥♥♦✈❛#✐♦♥✳ ❇❡❝❛✉!❡ λ ∈ [0, 1]✱ 1/3 (λ−1)2

2λ+1
∈ [0, 1/3]✳ ❆♥❞ !♦✱ ❢♦5 ✐♥!#❛♥❝❡✱

✐❢ #❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✲ ❝♦!# 5❛#✐♦ ♦❢ ♣5❡✈❡♥#✐♦♥ ✐! ❡?✉❛❧ #♦ #❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ✲ ❝♦!# 5❛#✐♦ ♦❢ ✐♥✲

♥♦✈❛#✐♦♥✱ #❤✐! ♥❡❝❡!!❛5② ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✐! !❛#✐!✜❡❞✳ ◆♦#❡ #❤❛# ♣♦✐♥# ✭✐✐✮ ❝♦♥✜5♠! ♦♥❡ ♦❢ #❤❡

5❡!✉❧#! ♦❢ #❤❡ ✭♠♦5❡ ❣❡♥❡5❛❧✮ #❤❡♦5❡#✐❝❛❧ ❛♥❛❧②!✐!✿ ❛♥ ✐♥#❡5✐♦5 !♦❧✉#✐♦♥ 5❡?✉✐5❡! WO ❛♥❞

WI #♦ ❜❡ !✉✣❝✐❡♥#❧② ❝❧♦!❡ #♦ D✳ ❚✇♦ 5❡❛!♦♥! ❡①♣❧❛✐♥! #❤✐! ❢❡❛#✉5❡✿ ✜5!#✱ #❤❡ ❤✐❣❤❡5 #❤❡

!✉♠ ♦❢ #❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❛❧#❤✱ #❤❡ ❤✐❣❤❡5 #❤❡ ✏!❤❛5✐♥❣ ③♦♥❡✑ WO + WI − D✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱

θ in]0, 1[ ♠❡❛♥! #❤❛# #❤❡ !✐#✉❛#✐♦♥ 5❡?✉✐5❡! ✏❜❛❧❛♥❝❡❞ ✐♥❝❡♥#✐✈❡!✑ #♦ ❜❡ ♣5♦✈✐❞❡❞✿ #❤❡5❡

✐! ♥♦ ♥❡❡❞ #♦ ♣5♦✈✐❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❝❡♥#✐✈❡! #♦ ♦♥❡ ❛❣❡♥# ✭❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥❝❡♥#✐✈❡! #♦ #❤❡

♦#❤❡5 ♦♥❡✮✳ ■♥ ❛ ✇❛②✱ #❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ✐♥❝❡♥#✐✈❡! ✐! !✐♠✐❧❛5 ❢♦5 #❤❡ #✇♦ ❛❣❡♥#!✳ ❆❧❧ ❡❧!❡ ❜❡✐♥❣

❡?✉❛❧✱ ✐♥❝❡♥#✐✈❡! ❛5❡ ♣5♦✈✐❞❡❞ #❤5♦✉❣❤ #❤❡ !✐③❡ ♦❢ #❤❡ ✇❡❛❧#❤✿ #❤❡ ♠♦5❡ ❛♥ ❛❣❡♥# ❝❛♥ ❧♦!❡

✐♥ ❝❛!❡ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥#✱ #❤❡ ❤✐❣❤❡5 #❤❡ ✐♥❝❡♥#✐✈❡! #♦ ❛✈♦✐❞ #❤❡ ❛❝❝✐❞❡♥#✳ ❙♦✱ ❛❧❧ ❡❧!❡ ❜❡✐♥❣

❡?✉❛❧✱ #❤❡ ♠♦5❡ !✐♠✐❧❛5 #❤❡ ❛❣❡♥#!✬ ✇❡❛❧#❤✱ #❤❡ ♠♦5❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ✭❜❡#✇❡❡♥ #❤❡ #✇♦ ❛❣❡♥#!✮

#❤❡ ✐♥❝❡♥#✐✈❡! #♦ ❜❡ ♣5♦✈✐❞❡❞✳

❚❤❡♥ ✇❡ ♥✉♠❡5✐❝❛❧❧② #❡!# ❢♦5 #❤❡ ✐♠♣❛❝# ♦❢ #❤❡ ❞❡❣5❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡#✐#✐♦♥ ♦♥ #❤❡ ❘✫❉

♠❛5❦❡#✱ λ✱ ♦♥ #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ ❛♣♣♦5#✐♦♥♠❡♥# θ∗✳ ❋♦5 #❤✐! ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛#❡✱ ❢♦5 ❛ ❣✐✈❡♥ !❡# ♦❢

♣❛5❛♠❡#❡5!✱ #❤❡ ♣5✐✈❛#❡ ❡✛♦5#! ✐♥ ❝❛5❡ ❛♥❞ ❘✫❉✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ #❤❡ !❤❛5✐♥❣ 5✉❧❡ θ✳ ❇②

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ #❤❡!❡ ♣5✐✈❛#❡ 5❡❛❝#✐♦♥! ✐♥ ❛ ❢✉♥❝#✐♦♥ ♦❢ !♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛5❡ SW (θ)✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ #❤❡

♦♣#✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ✭✇❤✐❝❤ ♠❛①✐♠✐③❡! SW (θ)✱ ❣✐✈❡♥ #❤❡ ❢✉♥❝#✐♦♥! x∗(θ) ❛♥❞ e∗(θ)✮✳ ❲❡

5❡♣❡❛# #❤✐! ♠❡#❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦5 ❞✐✛❡5❡♥# ✈❛❧✉❡! ♦❢ λ✳ ❲❡ ♣♦!❡ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛❧✉❡! ❛! ♦✉5

❜❛!✐❝ !❝❡♥❛5✐♦

✶✺

✳

✶✺

❋♦" #❤❛# &♣❡❝✐✜❝ ❝❛&❡✱ #❤❡ ♦♣#✐♠❛❧ ❛♣♣♦"#✐♦♥♠❡♥# ♦❢ ❧✐❛❜✐❧✐#② ✐&✿ θ∗ = 0, 653✳ ❚❤✐& ♠❡❛♥& #❤❛# ✐# ✐&

♦♣#✐♠❛❧ #♦ ❛❧❧♦❝❛#❡ ✻✺✳✸✪ ♦❢ #❤❡ &❤❛"✐♥❣ ③♦♥❡ #♦ #❤❡ ✐♥♥♦✈❛#♦"✱ ❛♥❞ ✸✹✳✼✪ #♦ #❤❡ ♦♣❡"❛#♦"✳ ❘❡❝❛❧❧ #❤❛# #❤❡

&❤❛"✐♥❣ ③♦♥❡ ✐&✿WI+WO−H = 1000+1300−1400 = 900✳ ■# ❢♦❧❧♦✇& #❤❛#✿ DO = 400+0.347∗900 = 712.3✱

✇❤✐❝❤ "❡♣"❡&❡♥#& 50.88% ♦❢ #❤❡ #♦#❛❧ ❞❛♠❛❣❡ H✱ ❛♥❞ DI = 100+0.653 ∗ 900 = 687.7✱ ✐✳❡✳ 49.12% ♦❢ #❤❡

#♦#❛❧ ❞❛♠❛❣❡ H✳

✷✶



❚❛❜❧❡ ✶✿ '❛(❛♠❡*❡(+ ✈❛❧✉❡+ ❢♦( *❤❡ ❜❛+✐❝ +❝❡♥❛(✐♦

H = 1400 RO = 100 c = 2 α = 0, 5
WO = 1300 RI = 100 k = 1, 98 β = 0, 55
WI = 1000 λ = 1 γ = 2

❚❤❡ ✜❣✉(❡ ❜❡❧♦✇ ❞❡♣✐❝*+ *❤❡ ❡✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ +❤❛(✐♥❣ (✉❧❡ ✭❛♥❞✱ ❛+ ❛ ❝♦♥+❡;✉❡♥❝❡✱

*❤❡ ❡✈♦❧✉*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✜(♠ O✬+ (❡❧❛*✐✈❡ ❝♦♥*(✐❜✉*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ (❡♣❛(❛*✐♦♥ ♦❢ H✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ *❤❡ ❞❡❣(❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ θ✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳ ❖♣*✐♠❛❧ +❤❛(✐♥❣ (✉❧❡ θ∗ ❛♥❞ +❤❛(❡ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❧✐❛❜✐❧✐*② ✭DO

H
✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡

❞❡❣(❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ λ

❚❤✐+ ♥✉♠❡(✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥✜(♠+ *❤❡ *❤❡♦(❡*✐❝❛❧ ♣(❡❞✐❝*✐♦♥ *❤❛* ✐♥ ❝❛+❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧② ♦♥

*❤❡ ❘✫❉♠❛(❦❡*✱ ✐* ✐+ +♦❝✐❛❧❧② ❞❡+✐(❛❜❧❡ *♦ ♣✉* ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❛❜✐❧✐*② ♦♥ *❤❡ ♦♣❡(❛*✐♥❣ ✜(♠✳

❙♦ θ = 0 ❛♥❞ ✜(♠ O ♣❛②+ *❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♠♦✉♥* ♦❢ ❞❛♠❛❣❡+ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛++✐❣♥❡❞ *♦ ✐*✿

WO = 1300✳ H ❜❡✐♥❣ ❡;✉❛❧ *♦ 1400✱ *❤❡ +❤❛(❡ ♦❢ ❞❛♠❛❣❡+ ❛++✐❣♥❡❞ *♦ ✜(♠ O✱ DO

H
❡;✉❛❧+

92, 86% ✭1300/1400✮✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ )❤✐* ❡①❛♠♣❧❡ ✇❡ ✜♥❞ )❤❛) ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❛❜✐❧✐)② ♦♥ )❤❡

♦♣❡7❛)♦7 7❡♠❛✐♥* ♦♣)✐♠❛❧ ❢♦7 *♦♠❡ ✭❧♦✇ ❜✉)✮ ♣♦*✐)✐✈❡ ❞❡❣7❡❡* ♦❢ ❝♦♠♣❡)✐)✐♦♥ ❛♥❞ )❤❡♥✱

❛* )❤❡ ❞❡❣7❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡)✐)✐♦♥ ✐♥❝7❡❛*❡*✱ )❤❡ ❛❧❧♦❝❛)✐♦♥ ♦❢ ❧✐❛❜✐❧✐)② ♣7♦❣7❡**✐✈❡❧② *✇✐)❝❤❡*

)♦✇❛7❞* )❤❡ ✐♥♥♦✈❛)♦7✳ ❍♦✇❡✈❡7✱ ✐♥ ❝❛*❡ ♦❢ ♣❡7❢❡❝) ❝♦♠♣❡)✐)✐♦♥ ✭λ = 1✮✱ )❤❡ ♦♣)✐♠❛❧

✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ✐* ♥♦) ❡=✉❛❧ )♦ 1✿ ✐♠♣❡7❢❡❝) 7✐*❦ ✐♥)❡7♥❛❧✐③❛)✐♦♥ 7❡=✉✐7❡* ♠❛✐♥)❛✐♥✐♥❣ ✐♥❝❡♥)✐✈❡*

❢♦7 )❤❡ ♦♣❡7❛)♦7✱ ❛❧❧ )❤❡ ♠♦7❡ *♦ ❛* ♣7❡✈❡♥)✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥♥♦✈❛)✐♦♥ ❤❛✈❡ 7❡❧❛)✐✈❡❧② *✐♠✐❧❛7

❡✣❝✐❡♥❝② ✲ ❝♦*) 7❛)✐♦*✿ ✐❢ ♣7❡✈❡♥)✐♦♥ ✇❡7❡ ❧❡** ❡✣❝✐❡♥) ✐♥ 7✐*❦ ♠✐)✐❣❛)✐♦♥ ✭7❡❧❛)✐✈❡❧② )♦

❘✫❉✱ ❜❡❝❛✉*❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤ ♠❛7❣✐♥❛❧ ❝♦*) c ❢♦7 ✐♥*)❛♥❝❡✮✱ )❤❡♥ ✐) ✇♦✉❧❞ ❜❡ *♦❝✐❛❧❧② ❞❡*✐7❛❜❧❡

)♦ ❛❧❧♦❝❛)❡ ♠♦7❡ ❧✐❛❜✐❧✐)② )♦ )❤❡ ✐♥♥♦✈❛)♦7✿ )❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡7✳

✷✷



✺ ❈♦♥❝❧✉'✐♦♥

■♥ "❤✐% ♣❛♣❡) ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❤♦✇ "♦ ❛♣♣♦)"✐♦♥ ❧✐❛❜✐❧✐"② ❜❡"✇❡❡♥ "✇♦ ✜)♠% ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛♥

✐♠♣❛❝" ♦♥ "❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛ ❧❛)❣❡✲%❝❛❧❡ )✐%❦ ♦❢ ❛❝❝✐❞❡♥"✳ ▼♦)❡ ♣)❡❝✐%❡❧②✱ ♦♥❡ ✜)♠ ♣)♦✈✐❞❡%

"❤❡ ♦"❤❡) ♦♥❡ ✇✐"❤ ❛♥ ♦✉"♣✉" "❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ "❤✐% ❧❛""❡) ✜)♠ ❝❛♥ ❝❛✉%❡ ❞❛♠❛❣❡ "♦ %♦❝✐✲

❡"②✳ ❲❡ ❛❞♦♣" ❛ ♥♦)♠❛"✐✈❡ ♣❡)%♣❡❝"✐✈❡✱ ❛♥❞ >✉❡%"✐♦♥ ❤♦✇ "♦ %❤❛)❡ ❧✐❛❜✐❧✐"② ✐♥ ♦)❞❡) "♦

♣)♦✈✐❞❡ %❡❝♦♥❞✲❜❡%" ✐♥❝❡♥"✐✈❡% "♦ ❡❛❝❤ ❝♦♥")✐❜✉"♦)✱ ❦♥♦✇✐♥❣ "❤❛" ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✐% %✉❜❥❡❝" "♦

♣♦"❡♥"✐❛❧ ✐♥%♦❧✈❡♥❝② ✭❜✉" "❤❡② ❝❛♥✱ "♦❣❡"❤❡)✱ )❡♣❛✐) "❤❡ ❢✉❧❧ ❞❛♠❛❣❡✮✳

❚❤❡ %❡❝♦♥❞✲❜❡%" %❤❛)✐♥❣ )✉❧❡ ✇❡ ✜♥❞✱ ❜❛%❡❞ ♦♥ ❛ %")✐❝" ❧✐❛❜✐❧✐"② %②%"❡♠✱ ✐% ❛ ✏❦✐♥❞ ♦❢✑

♥♦♥✲❥♦✐♥" ❧✐❛❜✐❧✐"② ✇✐"❤ ❛♥ ❛♣♣♦)"✐♦♥♠❡♥" ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞% ✭✐✮ ♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇❡❛❧"❤ ❛♥❞

✭✐✐✮ ♦♥ "❤❡ ♠❛)❦❡" )❡❧❛"✐♦♥%❤✐♣ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ "✇♦ "♦)"❢❡❛%♦)%✳

❖✉) %❤❛)✐♥❣ )✉❧❡ ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡% "♦ "❤❡ ❡①❝❡%% ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ✇❡❛❧"❤ ✭♦❢ "❤❡ "✇♦ ❝♦♥")✐❜✉"♦)%✮

✇✐"❤ )❡%♣❡❝" "♦ "❤❡ ❛♠♦✉♥" "♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❢♦) "❤❡ ✈✐❝"✐♠%✬ ❝♦♠♣❡♥%❛"✐♦♥✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ "❤❡

❞❡❣)❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ♦♥ "❤❡ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❛)❦❡" ✭♦♥ ✇❤✐❝❤ "❤❡ "✇♦ ✜)♠% ✐♥"❡)❛❝"✮ ✐%

♦❢ ♣❛)❛♠♦✉♥" ✐♠♣♦)"❛♥❝❡ ✐♥ "❤❡ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ %❡❝♦♥❞✲❜❡%" %❤❛)✐♥❣ )✉❧❡✳

■♥ ❝❛%❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧② ♦❢ "❤❡ ✐♥♥♦✈❛"✐✈❡ ✜)♠✱ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❛❜✐❧✐"② ❤❛% "♦ ❜❡ ❛♣♣♦)✲

"✐♦♥❡❞ "♦ "❤❡ ♦♣❡)❛"✐✈❡ ✜)♠✳ ❇❡❝❛✉%❡ ♦❢ ✐"% ❤✐❣❤ ♠❛)❦❡" ♣♦✇❡)✱ "❤❡ ✐♥♥♦✈❛"✐✈❡ ✜)♠ ✐% ❛❜❧❡

"♦ ❡①")❛❝" ❛❧❧ "❤❡ %♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜" ❢)♦♠ ❘✫❉✿ ✐"% ✐♥❝❡♥"✐✈❡% ❢♦) ❘✫❉ ❛)❡ ♦♣"✐♠❛❧✱ ✇❤❛"❡✈❡)

"❤❡ ❛♣♣♦)"✐♦♥♠❡♥" ♦❢ ❧✐❛❜✐❧✐"②✳ ■♥❡✣❝✐❡♥❝② ✐% ♦♥❧② ❞✉❡ "♦ ❛ %✉❜♦♣"✐♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❝❛)❡✱ ❛♥❞

%♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❛❜✐❧✐"② ❤❛% "♦ ❜❡ ❛%%✐❣♥❡❞ "♦ "❤❡ ♦♣❡)❛"✐✈❡ ✜)♠ "♦ ♣)♦✈✐❞❡ ♠❛①✐♠✉♠

✐♥❝❡♥"✐✈❡% ❢♦) ❝❛)❡✳ ■♥ ❝❛%❡ ♦❢ ❛ ❤✐❣❤❡) ❞❡❣)❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡"✐"✐♦♥ ✭❜✉" ♥♦" ♣❡)❢❡❝" ❝♦♠♣❡"✐✲

"✐♦♥✮✱ ❛ %❡❝♦♥❞✲❜❡%" %❤❛)✐♥❣ )✉❧❡ ❡①✐%"% ✭❛♥❞ ✐" ✐% ♥♦" ♥❡❝❡%%❛)✐❧② ❛ ❝♦)♥❡)✲%♦❧✉"✐♦♥✮✳

❚❤✐% )❡❧❛"✐♦♥%❤✐♣ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ♠❛)❦❡" ❝❤❛)❛❝"❡)✐%"✐❝% ❛♥❞ "❤❡ ♦♣"✐♠❛❧ ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢

"❤❡ ❧✐❛❜✐❧✐"② %②%"❡♠ ❧❡❛❞% "♦ ✭❛" ❧❡❛%"✮ "✇♦ )❡♠❛)❦%✳

❋✐)%"✱ ❝♦♥%✐❞❡)✐♥❣ "❤❡ %♣❡❝✐✜❝ ❝❛%❡ ♦❢ ♠♦♥♦♣♦❧② ♦♥ "❤❡ ❘✫❉ ♠❛)❦❡" ✭✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧% ❢♦)

❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧✐❛❜✐❧✐"② ♦♥ "❤❡ ✐♥♥♦✈❛"♦)✮✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥%✐❞❡) "❤✐% )❡%✉❧" ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛"✐♦♥ ✇✐"❤

"❤❡ )❛"✐♦♥❛❧❡ ♦❢ "❤❡ ♣❛"❡♥"✐♥❣ %②%"❡♠ ✭✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡% ❛♥ ✐♥♥♦✈❛"♦) ❛ ♠♦♥♦♣♦❧✐%"✐❝ ♣♦%✐"✐♦♥✮✱

✐♥ %✉❝❤ ❛ ✇❛② ❛% "♦ ❢♦%"❡) "❤❡ ✐♥❝❡♥"✐✈❡% ♣)♦✈✐❞❡❞ ❜② "❤✐% %②%"❡♠✳
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❆ !❡❝♦♥❞ ❝♦♥!✐❞❡(❛*✐♦♥ ❝❛❧❧! ❢♦( ❛ ❣(❡❛*❡( ❝♦♦♣❡(❛*✐♦♥ ❜❡*✇❡❡♥ ❛❣❡♥❝✐❡! ✐♥ ❝❤❛(❣❡

♦❢ (✐!❦ (❡❣✉❧❛*✐♦♥ ❛♥❞ *❤♦!❡ ✐♥ ❝❤❛(❣❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ✐!!✉❡!✿ ❤❛✈✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉*

*❤❡ ❞❡❣(❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ♣(♦✈✐❞❡(✬! ♠❛(❦❡* ✭λ ✐♥ ♦✉( ♣❛♣❡(✮ ✐! ❛ ♥❡❝❡!!❛(②

❝♦♥❞✐*✐♦♥ *♦ ♣(♦♣❡(❧② ❝♦♥✜❣✉(✐♥❣ *❤❡ ❧✐❛❜✐❧✐*② !②!*❡♠✳ ❍❡(❡✱ *❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥*❛❧ ✐❞❡❛ ✐! *♦

❜✉✐❧❞ ❛ ❝♦♠♠♦♥✲❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✏❧✐❛❜✐❧✐*② ❢♦(♠✉❧❛✑ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡! *❤❡ ❛♠♦✉♥* *♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❢♦(

❧✐❛❜✐❧✐*② ❜② ❡❛❝❤ ❞❡❢❡♥❞❛♥*✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ❞❡❣(❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ♣(♦✈✐❞❡(✬!

♠❛(❦❡* ✭❛♠♦♥❣ ♦*❤❡( ♣❛(❛♠❡*❡(!✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡(*✐!❡ ♦❢ *❤❡ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ❛✉*❤♦(✐*② !❤♦✉❧❞

❜❡ ♥❡❝❡!!❛(② ❡① ❛♥$❡ ❛♥❞ ❡① ♣♦'$✱ ❜♦*❤ ❡① ❛♥$❡ *♦ ❞❡*❡(♠✐♥❡ *❤❡ ❣❡♥❡(❛❧ ❢♦(♠✉❧❛ ❛♥❞

*❤❡♥✱ ❡① ♣♦'$✱ *♦ ❤❡❧♣ *❤❡ ❈♦✉(* *♦ ❞❡*❡(♠✐♥❡ *❤❡ ❛♠♦✉♥*! *♦ ❜❡ ♣❛✐❞ ❜② ❡❛❝❤ ❞❡❢❡♥❞❛♥*

✭❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ *❤❡ ❞❡❣(❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣(❡✈❛✐❧❡❞ ♦♥ *❤❡ ♠❛(❦❡*✮✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡
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♣❡(❢❡❝* ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ♣(✐❝❡ ✭✐✳❡✳ *❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦!* ♦❢ ♣(♦❞✉❝*✐♦♥✮ ❛♥❞ ♠♦♥♦♣♦❧② ♣(✐❝❡

✭♠❛①✐♠✉♠ !❡❧❧✐♥❣ ♣(✐❝❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ !♦❝✐❛❧ ❜❡♥❡✜*! ❢(♦♠ *❤❡ ✐♥♥♦✈❛*✐♦♥✮✳ ❘❡♠❛(❦ *❤❛*

❝♦❧❧❛❜♦(❛*✐♦♥ ✐! ❛❧!♦ ❡①*❡♥❞❡❞ *♦ (❡❣✉❧❛*✐♦♥ ❛❣❡♥❝✐❡!✱ !✐♥❝❡ *❤❡ ♦♣*✐♠❛❧ ❛♣♣♦(*✐♦♥♠❡♥*

❛❧!♦ ❞❡♣❡♥❞! ♦♥ ❝❤❛(❛❝*❡(✐!*✐❝! ♦❢ *❤❡ ♣(♦❞✉❝*✐♦♥ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡!✳

❲❤❛*❡✈❡( *❤❡ ❞❡❣(❡❡ ♦❢ ❝♦♠♣❡*✐*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ♠❛(❦❡*✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ !*(✐❝*✲❜❛!❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐*②
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✐! ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥②✇❤❡(❡✳ ❇✉* !✉❝❤ ❛ !②!*❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐*❤♦✉* ❛♥② ✏❞(❛♠❛*✐❝✑ ❝❤❛♥❣❡

✐♥ *❤❡ ❧❡❣❛❧ ❝♦(♣✉!✱ ❡!♣❡❝✐❛❧❧② ❜② ♠❛✐♥*❛✐♥✐♥❣ *❤❡ ❧✐♠✐*❡❞ ❧✐❛❜✐❧✐*② ♣(✐♥❝✐♣❧❡✳

❚❤✐! ♣❛♣❡( ✐! ❛ ✜(!* ❝♦♥*(✐❜✉*✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❧! ❢♦( ❢✉(*❤❡( (❡!❡❛(❝❤✳ ❲❡ !✉♣♣♦!❡ ♦♥❧②

♦♥❡ ✏✐♥♥♦✈❛*♦(✑ ✭♦( ♣(♦✈✐❞❡(✮✱ ✇❤✐❧❡ ♣(♦❞✉❝*✐♦♥ ♣(♦❝❡!!❡! ♦❢*❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡ !❡✈❡(❛❧ ✐♥♣✉*

♣(♦✈✐❞❡(!✳ ❆ ✜(!* ♥❛*✉(❛❧ ❡①*❡♥!✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ *♦ ❡①*❡♥❞ ♦✉( ♠♦❞❡❧ *♦ ❛ !❤❛(✐♥❣ (✉❧❡ ✇✐*❤

N ❝♦♥*(✐❜✉*♦(!✳ ❆❧!♦✱ ✇❡ ❢♦❝✉! ♦♥ *❤❡ ❝❧❛!!✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝*✐✈❡ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ !♦❝✐❛❧ ✇❡❧❢❛(❡✳

❍♦✇❡✈❡(✱ ❛❧*❡(♥❛*✐✈❡ ♦❜❥❡❝*✐✈❡! ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞✱ !✉❝❤ ❛! ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ *❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ (✐!❦

✭✐♥ *❤❡ ♣❡(!♣❡❝*✐✈❡ ♦❢ *❤❡ N(❡❝❛✉*✐♦♥❛(② N(✐♥❝✐♣❧❡✮✿ ✐* ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥*❡(❡!*✐♥❣ *♦ !❡❡ ❤♦✇

♦✉( ❧✐❛❜✐❧✐*② (✉❧❡ ✐! !❡♥!✐*✐✈❡ *♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ *❤❡ !♦❝✐❛❧ ♦❜❥❡❝*✐✈❡✳
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❆♣♣❡♥❞✐①

 !♦♦❢ ♦❢  !♦♣♦%✐'✐♦♥ ✶

▲❡" Xi "♦ ❜❡ "❤❡ ❛♠♦✉♥" ♦❢ i✬, -❡♠❛✐♥✐♥❣ ✇❡❛❧"❤ ✭❛❢"❡- ✐", ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥ Di "♦ "❤❡

♣❛②♠❡♥" ♦❢ D✮✱ ❛♥❞ ❧❡" θj "♦ ❜❡ "❤❡ ,❤❛-❡ ♦❢ j✬, ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥ "♦ "❤❡ ❛♠♦✉♥" "♦ ❜❡ ,❤❛-❡❞

✭WO +WI −D✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

θj =
Xj

WO +WI −D
.

✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞, "♦✿ Xj = θj(WO +WI −D)✱ ❛♥❞✿

XO +XI = (θO + θI)(WO +WI −D) ✭✻✮

❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ❤❛✈❡✿

D = DO +DI = (WO −XO) + (WI −XI) => XO +XI = WO +WI −D ✭✼✮

❈♦♠♣❛-✐♥❣ ✭✻✮ ❛♥❞ ✭✼✮ ✇❡ ✜♥❞✿ θO + θI = 1✳ ▲❡" ✉, ♥♦"❡✿

θ = θI = 1− θO

❋✐-♠ O✬, ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✇-✐""❡♥ ❛,✿

DO = WO −XO = WO − [WO +WI −D] θ

❛♥❞ ✜-♠ I✬, ❝♦♥"-✐❜✉"✐♦♥ ✐,✿

DI = WI −XI = WI − (WO +WI −D)(1− θ)

◗✳❊✳❉

 !♦♦❢ ♦❢  !♦♣♦%✐'✐♦♥ ✸

✷✺



 ♦✐♥$ ✭✐✮✿

SW (θ) = RI +RO +WI +WO − cx∗ − ke∗ − g(e∗)D − f(x∗)D

❚❤❡ +❡❝♦♥❞✲❜❡+$ +❤❛1✐♥❣ 1✉❧❡ θ∗ 1❡+♣♦♥❞+ $♦✿

dSW (θ)

dθ
= (−k −Dg′(e∗))

de∗

dθ
−

dx∗

dθ
[c+Df ′(x∗)]

= (−k −D(
k

λDO −D
))
de∗

dθ
+

dx∗

dθ

[
c(
D −DO

DO

)

]

◆♦$❡ $❤❛$✿ −k −D k
λD0−D

= λ kD0

D−λD0

> 0.

❙♦✱ ❢♦1 λ 6= 0✱ $❤❡ $✇♦ ❡①♣1❡++✐♦♥+ ✇❤✐❝❤ ❛1❡ ❛ ♣❛1$ ♦❢ dSW (θ)
dθ

❛1❡ ♦❢ ♦♣♣♦+✐$❡ +✐❣♥+

(−k −D(
k

λDO −D
))
de∗

dθ
≥ 0 ✭✽✮

dx∗

dθ

[
c(
D −DO

DO

)

]
≤ 0 ✭✾✮

❲❡ 1❡♠❛1❦✿

✳ ❲❤❡♥ θ = 0 ❛♥❞ WO = D✱ $❤❡ ❡①♣1❡++✐♦♥ ✭✾✮ ❡B✉❛❧ ③❡1♦ +✐♥❝❡✿

c+D
c

[WO +WI −D] θ −WO

= c+D(
c

−D
) = 0

✇❤✐❧❡ $❤❡ ❡①♣1❡++✐♦♥ ✭✽✮ 1❡♠❛✐♥+ ♣♦+✐$✐✈❡✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡✿

dSW (θ)
dθ

|θ=0 > 0 ✇❤❡♥ D ❛♥❞ WO

❛1❡ ❝❧♦+❡❞✳

✳ ❲❤❡♥ θ = 1 ❛♥❞ WI → D✱ $❤❡ ❡①♣1❡++✐♦♥ ✭✾✮ $❡♥❞+ $♦ −∞ +✐♥❝❡ ✿

dx∗

dθ
=

d

dθ
(

c

[WO +WI −D] θ −WO

)
1

f ”
[
(f ′)−1( 1

[WO+WI−D]θ−WO

)
]

= −
[WO +WI −D]

(− [WO +WI −D] θ +WO)
2

c

f ”
[
(f ′)−1( c

[WO+WI−D]θ−WO

)
]
$❡♥❞+ $♦ −∞ $♦♦.

✷✻



✇❤✐❧❡ %❤❡ ❡①♣(❡))✐♦♥ ✭✽✮ (❡♠❛✐♥) ♣♦)✐%✐✈❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡✿

dSW (θ)
dθ

|θ=1 < 0

✇❤❡♥ D ❛♥❞ WI ❛(❡ ❝❧♦)❡❞✳

❆) ❛ ❝♦♥)❡:✉❡♥❝❡✱ ✐❢ ✇❡ )✉♣♣♦)❡ f ′′, g′′ %♦ ❜❡ ❜♦✉♥❞❡❞✱ WO ❛♥❞ WI )✉✣❝✐❡♥%❧② ❝❧♦)❡

✭❜✉% )%✐❧❧ ❧♦✇❡( %❤❛♥✮ D✱ ✇❡ ❝❛♥ )%❛%❡ %❤❛%✱ ❜② ❝♦♥%✐♥✉✐%② ♦♥ [0, 1]✱ maxθ [SW (x∗, e∗, θ)]

❡①✐)%) ❛♥❞ ✐) ♠❡%✳ ▼♦(❡♦✈❡(✱ ❢♦( λ 6= 0 ✱%❤❡ ✐♥❡:✉❛❧✐%✐❡) dSW
dθ

(0) > 0 ❛♥❞ dSW
dθ

(1) < 0

)❤♦✇ %❤❛% ✐% ✐) ❛♥ ✐♥%❡(✐♦( )♦❧✉%✐♦♥✳

@♦✐♥% ✭✐✐✮✿ ❢(♦♠ ❘❡♠❛(❦ ✷ ♣♦✐♥% ✭✐✐✐✮ ✇❡ ❦♥♦✇ %❤❛% ✇❤❡♥ λ = 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ e∗ =

(g′)−1(−k
D
) = e∗∗✳ ❚❤❡ ❘✫❉ ❡✛♦(% ✐) ❡:✉❛❧ %♦ %❤❡ ✜()%✲❜❡)% ♦♥❡✱ ❛♥❞ ✐% ✐) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥%

❢(♦♠ %❤❡ )❤❛(✐♥❣ (✉❧❡ θ. ❆❜♦✉% ♣(❡✈❡♥%✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ x∗ = (f ′)−1( c
DO

) ✇❤✐❝❤ ✐) ❧♦✇❡( %❤❛♥

x∗∗
❜✉% ✐♥❝(❡❛)❡) ✇✐%❤ DO✳ DO ✐) ♠❛①✐♠✉♠ ❢♦( θ = 0 ✭♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❛❜✐❧✐%② ♦♥ %❤❡ ✜(♠ ❖✱

❢♦( ❛ ♠❛①✐♠✉♠ (✐)❦ ✐♥%❡(♥❛❧✐③❛%✐♦♥✮✳ ❚♦ )✉♠ ✉♣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ e∗ = e∗∗, ∀θ ❜✉% x∗
❞❡❝(❡❛)❡)

✇✐%❤ θ✿ %❤❡ )❡❝♦♥❞✲❜❡)% )❤❛(✐♥❣ (✉❧❡ ✐) θ∗ = 0✳ ❚❤✐) ✐) ❛❧)♦ ✈❡(✐✜❡❞ ❜② %❤❡ ❡:✉❛❧✐③❛%✐♦♥

♦❢ ❡:✉❛%✐♦♥ ✭✽✮ %♦ 0 ✇❤❡♥ λ = 0✳

◗✳❊✳❉

 !♦♦❢ ♦❢  !♦♣♦%✐'✐♦♥ ✹

❲❡ ❛✐♠ %♦ ❞❡♠♦♥)%(❛%❡ %❤❛%✿ θ∗(λ) = argmaxθ [SW (θ, λ)] ✐) ❛♥ ✐♥❝(❡❛)✐♥❣ ❢✉♥❝%✐♦♥

♦❢ λ✳ ❋♦( %❤✐)✱ ✐% ✐) )✉✣❝✐❡♥% %♦ )❤♦✇ %❤❛%✿ ∂2SW (θ,λ)
∂θ∂λ

> 0 ❢♦( ❛❧❧ (θ, λ) ∈ [0, 1]2 .

❘❡❝❛❧❧ %❤❛% ✇❡ ❛))✉♠❡ g (g ′)−1
%♦ ❜❡ ❛ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝%✐♦♥ ♦♥ ❘✳

❘❡❝❛❧❧✿

SW (θ, λ) = RI +RO +WI +WO − ke∗ − g(e∗)D − f(x∗)D − cx∗

❲❡ ❤❛✈❡✿

dSW (θ, λ)

dθ
= (−k −Dg′(e∗))

de∗

dθ
−

dx∗

dθ
[c+Df ′(x∗)]

=
−kλD0

λD0 −D

de∗

dθ
+

dx∗

dθ

[
c(
D −DO

DO

)

]

✷✼



✇✐"❤ g′(e∗) = k
λDO−D

✱ ❛♥❞ DO = WO − θ(WO +WI −D)

❋♦* ❛ ❣✐✈❡♥ θ✱ x∗ = (f ′)−1
[

c
D0

]
❞♦❡. ♥♦" ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ λ✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ e∗ = (g ′)−1

[
k

λDO−D

]

✐. ❛ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ λ✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂2SW (θ, λ)

∂θ∂λ
=

d

dλ

(
(−k −Dg′(e∗))

de∗

dθ
−

dx∗

dθ
[c+Df ′(x∗)]

)

✇✐"❤

d
dλ

(
dx∗

dθ
[c+Df ′(x∗)]

)
= 0 ❛♥❞✿

de∗

dθ
=

d

dθ

(
(g ′)

−1

[
k

λDO −D

])

=
(WO +WI −D)

(λDO −D)2
λk

g ”
[
(g ′)−1( −k

D−λD0

)
]

■" ❢♦❧❧♦✇.✿

∂2SW (θ, λ)

∂θ∂λ
=

d

dλ

[
−kλD0

λD0 −D

de∗

dθ

]

= k2(WO +WI −D)D0
d

dλ
(

λ2

(D − λD0)
3

1

g ”
[
(g ′)−1( −k

D−λDO

)
])

❙❤♦✇✐♥❣ "❤❛"

λ2

(D−λD0)
3

1

g ”
[

(g ′)−1( −k

D−λDO
)
]

✐. ❛♥ ✐♥❝*❡❛.✐♥❣ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ λ ✐. ❛ .✉✣❝✐❡♥" ❝♦♥✲

❞✐"✐♦♥ "♦ ❞❡♠♦♥."*❛"❡ "❤❛"

∂2SW (θ,λ)
∂θ∂λ

> 0 ❢♦* ❛❧❧ (θ, λ) ∈ [0, 1]2✳

❈♦♥.✐❞❡*✿ z = −k
D−λDO

< 0✳ ❋♦* λ ❧②✐♥❣ ✐♥ [0, 1]✱ z ❧✐❡. ✐♥ [ −k
D−DO

, −k
D
]✳ ❘❡♠❛*❦ "❤❛"

λ = D
DO

+ k
zDO

✐. ❞❡❝*❡❛.✐♥❣ ✇✐"❤ z✱ .♦ "❤❛" .❛②✐♥❣ λ2

(D−λD0)
3

1

g ”
[

(g ′)−1( −k

D−λDO
)
]

"♦ ❜❡ ❛♥

✐♥❝*❡❛.✐♥❣ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ λ ✭✇✐"❤ λ ∈ [0, 1]✮ ✐. ❡C✉✐✈❛❧❡♥" "♦ .❛② "❤❛" −z(zD+k)2

g ”[(g ′)−1(z)]
✐. ❛ ❞❡✲

❝*❡❛.✐♥❣ ❢✉♥❝"✐♦♥ ♦❢ z ✭✇✐"❤ z ∈ [ −k
D−DO

, −k
D
]✮✳

❲❡ ❦♥♦✇✿ (g [(g ′)−1(z)])′ = z
g ”[(g ′)−1(z)]

✳ ❇❡❝❛✉.❡ ♦❢ "❤❡ ❛..✉♠♣"✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥✈❡①✐"② ♦❢

g[(g′)−1(z)]✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿ (g [(g ′)−1(z)])′′ =
(

z
g ”[(g ′)−1(z)]

)
′

≥ 0✳ ❑♥♦✇✐♥❣ z < 0✱ (g ′)−1 (z) >

0 ❛♥❞ g(.) "♦ ❜❡ ❞❡❝*❡❛.✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡①✱ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ "❤❛" z
g ”[(g ′)−1(z)]

✐. ♥❡❣❛"✐✈❡ ❛♥❞

✐♥❝*❡❛.✐♥❣ ✇✐"❤ z✱ ❛♥❞ .♦

−z
g ”[(g ′)−1(z)]

✐. ♣♦.✐"✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❝*❡❛.✐♥❣ ✇✐"❤ z ✭✇✐"❤ z ∈

[ −k
D−DO

, −k
D
]✮✳ ■" ✐. ❡❛.② "♦ ❝❤❡❝❦ "❤❛" (zD + k)2 ✐. ♣♦.✐"✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❝*❡❛.✐♥❣ ✇✐"❤ z ✭✇✐"❤

z ∈ [ −k
D−DO

, −k
D
])✳ ❆. ❛ *❡.✉❧"✱ ✇❡ ♦❜"❛✐♥ −z(zD+k)2

g ”[(g ′)−1(z)]
"♦ ❜❡ ❛ ♣♦.✐"✐✈❡ ❛♥❞ ❞❡❝*❡❛.✐♥❣

✷✽



❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ z✳ ❆♥❞ *♦ ✇❡ ♦❜$❛✐♥✿

∂2SW (θ, λ)

∂θ∂λ
≥ 0.

♠❡❛♥✐♥❣ θ∗ $♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥❝2❡❛*✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ λ.

◗✳❊✳❉

 !♦♦❢ ♦❢ ❘❡&✉❧) ✶

❚♦ ❧✐❣❤$❡♥ $❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛$✐♦♥*✱ ✇❡ ❞✐2❡❝$❧② *❡❛2❝❤ ❢♦2 ❛♥ ♦♣$✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ DO✳ ❚❤❡♥✱ ❢2♦♠

DO ✇❡ ❝❛♥ ❡❛*✐❧② ❞❡❞✉❝❡ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ θ✿ θ = WO−DO

WI+WO−D
✳ ❑❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ $❤❛$ DO $❛❦❡*

✈❛❧✉❡ ✐♥ [D − WI ,WO]✿ ✐❢ $❤❡ ♦♣$✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ DO *❤♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❡2 $❤❛♥ WO✱ ❧✐♠✐$❡❞

❧✐❛❜✐❧✐$② ❝♦♥*$2❛✐♥$* ✉* $♦ ❝❛♣ ✐$* ✈❛❧✉❡ ❛$ WO✳

❋✐2*$ ♦❢ ❛❧❧✱ ✇❡ ❞❡$❡2♠✐♥❡✱ ❢♦2 $❤✐* ❡①❛♠♣❧❡ ✭✇✐$❤ p(x, e) = exp(−αx)+exp(−βe)
γ

✮✱ $❤❡

♣2✐✈❛$❡ ❡✛♦2$* ✐♥ ♣2❡✈❡♥$✐♦♥ ❛♥❞ ❘✫❉✳ x∗
*❛$✐*✜❡*✿

max
x

Π̃O(x, e,DO) = WO +RO − cx− Y (e)− p(x, e∗)DO

❛♥❞ ✇❡ ✜♥❞✿ x∗ = 1
α
ln

(
αDO

γc

)

e∗ *❛$✐*✜❡*✿

max
e

Π̃I(x, e,DI) = WI +RI + Y (e)− ke∗ − p(x, e∗)DI

✇✐$❤✿ Y (e) = λY0 + (1− λ)[DO(p(x, 0)− p(x, e))]✳ ❲❡ ✜♥❞✿ e∗ = 1
β
ln

(
β(D−λDO)

γk

)

❈♦♥*✐❞❡2✐♥❣ $❤❡*❡ ♣2✐✈❛$❡ 2❡*♣♦♥*❡*✱ $❤❡ *❡❝♦♥❞✲❜❡*$ ♣2♦❜❧❡♠ ✐*✿

max
DO

SW (x, e,DO) = WI +WO +RI +RO − cx∗ − ke∗ − p(x∗, e∗)D

✷✾



❚❤❡ ✜$%& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✐%✿

−c

αDO

+
cD

α(DO)2
−

λkD

β(D − λDO)2
+

λk

β(D − λDO)
= 0

⇒
−(DO)

3λ2(cβ + kα) + (DO)
2cβD(2λ+ λ2)−DOcβD

2(2λ+ 1) + cβD3

αβ(DO)2(D − λDO)2
= 0

❙♦ &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ DO %❛&✐%✜❡%✿

(DO)
3λ2(cβ + kα)− (DO)

2cβD(2λ+ λ2) +DOcβD
2(2λ+ 1)− cβD3 = 0

❉✐✈✐❞✐♥❣ ❜② cβ ✇❡ ❤❛✈❡✿

F (DO) = (DO)
3λ2(1 + τ)− (DO)

2D(2λ+ λ2) +DOD
2(2λ+ 1)−D3 = 0

✇✐&❤✿ τ = α/c
β/k
✳

❚❤✐% ✜$%& ♦$❞❡$ ❝♦♥❞✐&✐♦♥ ✐% ❛ &❤✐$❞✲❞❡❣$❡❡ ❡<✉❛&✐♦♥ ✐♥ DO✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡♥♦&❡ F (DO)✳

❉✐✛❡$❡♥&✐❛&✐♥❣ F (DO) ❧❡❛❞% &♦ ❛ %❡❝♦♥❞ ❞❡❣$❡❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✿

F ′(DO) = 3(DO)
2λ2(1 + τ)− 2DOD(2λ+ λ2) +D2(2λ+ 1)

✇❤♦%❡ ❞✐%❝$✐♠✐♥❛♥& ✐%✿ ∆ = 4D2[(2λ+λ2)2− 3λ2(τ +1)(2λ+1)]✱ ✇❤✐❝❤ ✐% ♦❢ &❤❡ %✐❣♥ ♦❢✿

(2λ+λ2)2− 3λ2(τ +1)(2λ+1)✳ ❲❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ &❤❛& ❢♦$ τ > 1/3 (λ−1)2

2λ+1
✱ F ′(DO) ✐% ❛❧✇❛②%

♥♦♥ ♥❡❣❛&✐✈❡✱ ❛♥❞ %♦ F (DO) ✐% ❛♥ ✐♥❝$❡❛%✐♥❣ ❢✉♥❝&✐♦♥ ✇✐&❤ ❛ ✉♥✐<✉❡ $♦♦&✳ ❙♦ ❜❡❢♦$❡ DO

&❤❡ ❢✉♥❝&✐♦♥ SW ✐♥❝$❡❛%❡%✱ ❛♥❞ ❞❡❝$❡❛%❡% ❛❢&❡$ DO✿ DO ✐% &❤❡ ✉♥✐<✉❡ ♠❛①✐♠✐③❡ ♦❢ SW ✳

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ &♦ ❡♥%✉$❡ &❤❛& &❤❡ ♦♣&✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ DO ❧✐❡% ✐♥ [D −WI ,WO]✳ ❋♦$ &❤✐%✱ ❧❡&

✉% ❞❡✜♥❡✿

• τO = WO

D
✱ &❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❛②♠❡♥& ✐♥ ❞❛♠❛❣❡% &❤❡ ♦♣❡$❛&♦$ ❝❛♥ ❜❡❛$ ✭✐✳❡✳ ✐&% ✇❡❛❧&❤

WO✮✱ ❡①♣$❡%%❡❞ ❛% ❛ ♣❡$❝❡♥&❛❣❡ ♦❢ &❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ♣❛②♠❡♥& D✳ ❚❤✐% ❛❧❧♦✇% ✉% &♦ $❡✇$✐&❡✿

max {DO} = WO = τOD✳

• τI =
D−WI

D
✱ &❤❡ $❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛♠♦✉♥& ♦❢ ❞❛♠❛❣❡ ✭✇❤✐❝❤ $❡♠❛✐♥% &♦ ❜❡ $❡♠❡❞✐❡❞✮ ✇❤❡♥

❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❛❜✐❧✐&② ✐% ❛%%✐❣♥❡❞ &♦ &❤❡ ✐♥♥♦✈❛&♦$ ✭DO = D−WI ✇❤❡♥ DI = WI✮✱
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❡①♣#❡$$❡❞ ❛$ ❛ ♣❡#❝❡♥)❛❣❡ ♦❢ )❤❡ ♦✈❡#❛❧❧ ♣❛②♠❡♥) D✳ ❚❤✐$ ❛❧❧♦✇$ ✉$ )♦ #❡✇#✐)❡✿

min {DO} = D −WI = τID✳

DO ∈]D −WI ,WO[ #❡8✉✐#❡$✿

F (τIH) ≤ 0 ≤ F (τOH)

⇒
(τO)

3(−λ2) + (τO)
2(λ2 + 2λ) + τO(−2λ− 1) + 1

(τO)3λ2
≤ τ

≤
(τI)

3(−λ2) + (τI)
2(λ2 + 2λ) + τI(−2λ− 1) + 1

(τI)3λ2

❲❡ ♦❜$❡#✈❡ )❤❛)✿

(τO)3(−λ2)+(τO)2(λ2+2λ)+τO(−2λ−1)+1
(τO)3λ2 ✐$ ❞❡❝#❡❛$✐♥❣ ✐♥ WO✱ ❛♥❞

(τI)
3(−λ2)+(τI)

2(λ2+2λ)+τI(−2λ−1)+1
(τI)3λ2 ✐$ ✐♥❝#❡❛$✐♥❣ ✐♥ WI ✳ ❙♦ )❤❡ ❝♦♥❞✐)✐♦♥ ✐$ ♠♦#❡ ❡❛$✐❧② $❛)✲

✐$✜❡❞ ✇❤❡♥ ❜♦)❤ WO ❛♥❞ WI ❛#❡ $✉✣❝✐❡♥)❧② ❤✐❣❤✳

◗✳❊✳❉

❘❡❢❡#❡♥❝❡&

❆♥❞❡$%♦♥✱ ❉✳❘✳ ✶✾✾✽✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥) ♦❢ ❡♥✈✐#♦♥♠❡♥)❛❧ ❧✐❛❜✐❧✐)② #✐$❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥) ❛♥❞

✐♥$✉#❛♥❝❡ ✐♥ )❤❡ ❯♥✐)❡❞ ❙)❛)❡$✿ ❧❡$$♦♥$ ❛♥❞ ♦♣♣♦#)✉♥✐)✐❡$✳ ❘✐"❦ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥* ❛♥❞

■♥"✉.❛♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇✱ ✷✱ ✶✕✷✸✳

❋❧❡♠✐♥❣✱ ❏✳ ✶✾✽✸✳ ❚❤❡ ▲❛✇ ♦❢ ❚♦.*" ✭✻*❤ ❡❞✳✮✳ ▲❛✇ ❇♦♦❦ ❈♦♠♣❛♥②✱ N❡#)❤✳

❑❛3③♠❛♥✱ ▼✳❚✳ ✶✾✾✽✳ N♦❧❧✉)✐♦♥ ▲✐❛❜✐❧✐)② ■♥$✉#❛♥❝❡ ❛♥❞ ❈❛)❛$)#♦♣❤✐❝ ❊♥✈✐#♦♥♠❡♥)❛❧

❘✐$❦✳ ❚❤❡ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ❘✐"❦ ❛♥❞ ■♥"✉.❛♥❝❡✱ ✺✺✱ ✼✺✕✶✵✵✳

❑❡❡3♦♥✱ ❲✳8✳✱ ❉♦❜❜%✱ ❉✳✱ ❑❡❡3♦♥✱ ❘✳✱ ✫ ❖✇❡♥✱ ❉✳ ✶✾✽✹✳ =.♦""❡. ❛♥❞ ❑❡❡*♦♥

♦♥ ❚♦.*" ✭✺*❤ ❡❞✳✮✳ ❲❡$)✱ ❙)✳ N❛✉❧✳

❑♦$♥❤❛✉%❡$✱ ▲✳ ❆✳✱ ✫ ❘❡✈❡%③✱ ❘✳ ▲✳ ✶✾✽✾✳ ❙❤❛#✐♥❣ ❞❛♠❛❣❡$ ❛♠♦♥❣ ♠✉❧)✐♣❧❡ )♦#)✲

❢❡❛$♦#$✳ ❚❤❡ ❨❛❧❡ ▲❛✇ ❏♦✉.♥❛❧✱ ✾✽✱ ✽✸✶✕✽✽✹✳

❑♦$♥❤❛✉%❡$✱ ▲✳ ❆✳✱ ✫ ❘❡✈❡%③✱ ❘✳ ▲✳ ✶✾✾✵✳ ❆♣♣♦#)✐♦♥✐♥❣ ❉❛♠❛❣❡$ ❛♠♦♥❣ N♦)❡♥✲

)✐❛❧❧② ■♥$♦❧✈❡♥) ❆❝)♦#$✳ ❚❤❡ ❏♦✉.♥❛❧ ♦❢ ▲❡❣❛❧ ❙*✉❞✐❡"✱ ✶✾✱ ✻✶✼✕✻✺✶✳
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