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 "❛❥❡❝ ♦"✐❡% ✇❡"❡ ❧❡❢  ♦ ✐♥♥♦✈❛ ✐♥❣ ✜"♠%✳ ❈❧❡❛"❧② ❡♥♦✉❣❤✱ ♥♦♥❡ ♦❢  ❤❡ ❢♦✉" ❢❛❝ ♦"% %❤❛❧❧

❜❡ ❝♦♥%✐❞❡"❡❞ ✐♥ ✐%♦❧❛ ✐♦♥ ❢"♦♠  ❤❡ ♦ ❤❡"%✱ ❛♥❞  ❤❡ "❡% ♦❢  ❤❡ % ✉❞② ❞❡✈♦ ❡% ♣❛" ✐❝✉❧❛"

❛  ❡♥ ✐♦♥  ♦  ❤❡ ✐♥ ❡"♣❧❛② ❜❡ ✇❡❡♥  ❤♦%❡ ❢♦"❝❡% ♦♥  ❤❡ ❡♠❡"❣❡♥❝❡ ♦❢ ●I❚✳

❖✉" "❡%✉❧ % ❞❡♠♦♥% "❛ ❡  ❤❛  ❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉%✐♦♥✱ ❜♦ ❤ ✐♥  ❡"♠% ♦❢ ❛♣♣❧②✐♥❣  ❤❡

%❛♠❡  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭❧✐♥❦✮  ♦ ♠❛♥② ❞✐% ✐♥❝ ♣"♦❞✉❝ % ❜✉ ❛❧%♦ %♣"❡❛❞✐♥❣  ❤✐%

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♠♦♥❣ ❛❣❡♥ % ❞♦✐♥❣ ❘✫❉✱ ✐% ❛ ❦❡② ♣"❡"❡[✉✐%✐ ❡ ❢♦"  ❤❡ ❡♠❡"❣❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ●I❚

%✐♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ❞✐%❝♦✈❡"❡❞ ♦♥❝❡  ❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ %♣✐❧❧% ♦✈❡" ❜❡♥❡✜ ✐♥❣ ♠♦%  ❤♦%❡  ❡❝❤♥♦❧♦✲

❣✐❡% ❤❛✈✐♥❣ ♠✉❧ ✐♣❧❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛ ✐♦♥% ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛ ✐♦♥ ✇✐ ❤ ♦ ❤❡" ✐♥ ❡"♠❡❞✐❛ ❡% ❢♦"

♣"♦❞✉❝ ✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡"❡♥ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞%✳ ●✐✈❡♥  ❤❡ ♣"❡%❡♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ %♣✐❧❧♦✈❡"%✱ ❝♦♦"❞✐♥❛✲

 ✐♦♥ ♦❢ ❘✫❉ ❡✛♦" % ✭❝♦♥❝❡♥ "❛ ✐♥❣ ♦♥  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧  "❛❥❡❝ ♦"✐❡% ✇✐ ❤ ♠♦"❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛ ❡❞

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮ ❛❧%♦ ❢❛✈♦"% ●I❚✱ ❛ ❧❡❛% ✐♥  ❤❡ %❤♦"  ❡"♠✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ ♦♥❝❡  ❤❡  ❡❝❤♥♦❧♦❣②

♥❡ ✇♦"❦ ✐% ♠♦❞❡❧❡❞ ❛% ❛ ❣"❛♣❤ ❣"♦✇✐♥❣ ♦✈❡"  ✐♠❡ ✇❤❡"❡ ❛❣❡♥ % ❜❡❝♦♠❡ ❛✇❛"❡ ♦❢ ♠♦"❡

❝♦♠♣❧✐❝❛ ❡❞  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛ ✐♦♥%  ❤"♦✉❣❤ ✐♥✈❡♥ ✐♥❣ %✐♠♣❧❡" ♣"♦❞✉❝ %✱  ❤❡ ❛❢♦"❡✲

♠❡♥ ✐♦♥❡❞ ❡✛❡❝ ♦❢ ❝♦♦"❞✐♥❛ ✐♦♥  "❛♥%❢♦"♠% ✐♥ ♦ ❛♥ ✐♥✈❡" ❡❞ ❯✲%❤❛♣❡ ❢♦"♠ ✐❧❧✉% "❛ ✐♥❣

 ❤❡ ❢❛♠♦✉% ❡①♣❧♦✐ ❛ ✐♦♥ ✈%✳ ❡①♣❧♦"❛ ✐♦♥  "❛❞❡✲♦✛✳ ❋♦"  ❤❡ %❛♠❡ "❡❛%♦♥✱ ✈♦❧❛ ✐❧✐ ② ✐♥  ❤❡

"❛♥❦ ♦❢ ❡①♣❡❝ ❡❞ "❡ ✉"♥% ♦♥ ♣"♦❞✉❝ % ❤❛% ❛ ♥❡❣❛ ✐✈❡ ❡✛❡❝ ♦♥ ●I❚✬% ❛❞♦♣ ✐♦♥ ✐♥  ❤❡ ❧♦♥❣

"✉♥✿  ❤❡ ❤✐❣❤ ♣"❡%%✉"❡ ❢"♦♠  ❤❡ ❞❡♠❛♥❞ %✐❞❡ ♠❛❦❡%  ❤❡ %✐③❡ ♦❢  ❤❡ ❞✐%❝♦✈❡"❡❞  ❡❝❤♥♦❧♦❣②

♥❡ ✇♦"❦ %❤"✐♥❦✱ ❧✐♠✐ ✐♥❣  ❤❡ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡① ❡"♥❛❧✐ ✐❡% ❛♥❞ ❧❡❛❞✐♥❣  ♦ ❛  ❡❝❤♥♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥✳ ■♥ ❛❞❞✐ ✐♦♥✱ ♦✉" ♠♦❞❡❧ "❡♣❧✐❝❛ ❡% %♦♠❡ ❦♥♦✇♥ % ②❧✐③❡❞ ❢❛❝ % ❛% ❙✲%❤❛♣❡❞

❝✉"✈❡ ♦❢  ❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞♦♣ ✐♦♥✱  ❡♠♣♦"❛❧ ❝❧✉% ❡"✐♥❣ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛ ✐♦♥% ✐♥  ✐♠❡ ❛♥❞ %♦♠❡ ❞✐%✲

 ✐♥❝ ❢❡❛ ✉"❡% ♦❢ ♥❡ ✇♦"❦% ♦❢  ❤❡ ♣"♦❞✉❝ ❛♥❞  ❡❝❤♥♦❧♦❣② "❡❧❛ ❡❞♥❡%% ❞✐%❝✉%%❡❞ ❜② ❍✐❞❛❧❣♦

❛♥❞ ❍❛✉%♠❛♥♥ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❇♦%❝❤♠❛ ❡ ❛❧ ✭✷✵✶✹✮✳

❚❤❡ "❡% ♦❢  ❤❡ ♣❛♣❡" ✐% ♦"❣❛♥✐③❡❞ ❛% ❢♦❧❧♦✇%✳ ❙❡❝ ✐♦♥ ✷ ❞❡%❝"✐❜❡%  ❤❡ ❜❛%✐❝ %❡ ✉♣

♦❢ ♦✉" ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❢♦"♠✉❧❛ ❡% ❢♦✉" ♣"♦♣♦%✐ ✐♦♥% ♦♥ ❢❛❝ ♦"%  "✐❣❣❡"✐♥❣  ❤❡ ♣"♦❝❡%% ♦❢ ●I❚

❛❞♦♣ ✐♦♥✳ ❲❡ ♣"♦✈✐❞❡ "❡%✉❧ % ♦❢  ❤❡ ♥✉♠❡"✐❝❛❧ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ ♦✉" ❜❛%❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝ ✐♦♥ ✸

❛❞❞✐ ✐♦♥❛❧❧② ❡① ❡♥❞✐♥❣ ✐ ❜② ✐♥ "♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥❝"❡❛%✐♥❣ ✐♥  ✐♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛%❡✳ ■♥ ❙❡❝ ✐♦♥

✹ ✇❡ ♦✉ ❧✐♥❡ %♦♠❡ % ②❧✐③❡❞ ❢❛❝ %  ❤❛ ♦✉" % ✉❞② "❡♣"♦❞✉❝❡%✱ ✇❤✐❧❡ ❙❡❝ ✐♦♥ ✺ ❞✐%❝✉%%❡%

✐♠♣❧✐❝❛ ✐♦♥% ♦❢  ❤❡ "❡%✉❧ % ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡%✳

✹



✷ ❚❤❡ ▼♦❞❡❧

✷✳✶ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ♥❡,✇♦.❦

■♥ "❤✐% ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥"-❛"❡ ♦♥ "❤❡ ♣-♦❝❡%% ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐%❝♦✈❡-②✳ ■♥ ♣❛-"✐❝✉❧❛-✱ ✐"

✐% ❛%%✉♠❡❞ "❤❛" "♦ %❛"✐%❢② ❝♦♥%✉♠❡- ♥❡❡❞%✱ ❝❡-"❛✐♥ ♣♦♣✉❧❛"✐♦♥ ♦❢ ♣-♦❞✉❝" "②♣❡% ✭P ✮ ✐%

♥❡❝❡%%❛-② "♦ ❜❡ ✐♥"-♦❞✉❝❡❞ ✐♥"♦ "❤❡ ♠❛-❦❡"✳ ❊①❛♠♣❧❡% ♦❢ %✉❝❤ ♣-♦❞✉❝" "②♣❡ ❛-❡ ❝♦♠✲

♠✉♥✐❝❛"✐♦♥✱ "-❛♥%♣♦-"❛"✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧♦"❤❡%✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ %❡❡♥ ❛% ♥❡❡❞%✳ ❚❤✉%✱ ✇❡ %❤❛-❡ "❤❡

✈✐❡✇ ♦♥ ✐♥♥♦✈❛"✐♦♥ ❛% ❛ ♣-♦❜❧❡♠✲%♦❧✈✐♥❣ ♣-♦❝❡%% ✭❉♦%✐✱ ✶✾✽✽✱ ♣✳ ✶✶✷✺✮✳ ❋♦- ❡❛❝❤ ♣-♦❞✉❝"

"②♣❡ "♦ ❜❡ ❞✐%❝♦✈❡-❡❞ ❛♥❞ ✐♥"-♦❞✉❝❡❞ ♦♥"♦ "❤❡ ♠❛-❦❡"%✱ %♦♠❡ ✐♥"❡-♠❡❞✐❛"❡% ✭I✮ ♥❡❡❞ "♦

❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ "❤❡✐- "✉-♥✱ ✐♥ -❡❛❧✐"② ❛-❡ "②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❛"✐♦♥% ♦❢ ♦"❤❡- ✐♥"❡-♠❡✲

❞✐❛"❡%✳ ❲❡ %✐♠♣❧✐❢② ♦✉- ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❜② ❝♦♥%✐❞❡-✐♥❣ ♦♥❧② "✇♦ ❧❛②❡-% ✭%❡❡ ❧❡❢" ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉-❡

✶✮✿ "❤❡ ♣-♦❞✉❝" "②♣❡% ✭✜♥❛❧ ❣♦♦❞%✮ ❛♥❞ "❤❡ ✐♥"❡-♠❡❞✐❛"❡% ✭"❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡% ✉%❡❞ "♦ ♣-♦❞✉❝❡

"❤❡ ✐♥"❡-♠❡❞✐❛"❡ ✐♥♣✉"✿ ✐♥"❡-♥❡"✱ ❝♦♠❜✉%"✐♦♥ ❡♥❣✐♥❡ ♦- ▲❊❉✮✳

✸

❋-♦♠ "❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ "❤❡ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡% ❛-❡ ♣-❡%❡♥" ✐♥ "❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛% ②❡" ♥♦" ❝♦♥♥❡❝"❡❞

♥♦❞❡% ♦❢ "❤❡ "❡❝❤♥♦❧♦❣② ♥❡"✇♦-❦ ✭♠✐❞ ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉-❡ ✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡-✱ ❢♦- "❤❡%❡ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡%

"♦ ✜♥❞ ♣-❛❝"✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥✱ "❤❡② ♥❡❡❞ "♦ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥"❡-❝♦♥♥❡❝"❡❞ ✇✐"❤ ♦"❤❡- ✐♥"❡-♠❡✲

❞✐❛"❡% ♦❢ "❤❡ %❛♠❡ ♣-♦❞✉❝" "②♣❡ ❢♦-♠✐♥❣ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦♥♥❡❝"❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥"✱

✹

❝❧✐#✉❡ ❛% ✐" ✐%

❝♦✐♥❡❞ ✐♥ "❤❡ ♥❡"✇♦-❦ %❝✐❡♥❝❡ ✭❞❡♠♦♥%"-❛"❡❞ ♦♥ "❤❡ -✐❣❤" ♣❛♥❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉-❡ ✶✮✳ ❚❤✉%✱ "❤❡

❞✐%❝♦✈❡-② ♦❢ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦ ✭♦- ❡❞❣❡✱ ❛% ✇❡ ✉%❡ "❤♦%❡ ✇♦-❞% ✐♥"❡-❝❤❛♥❣❡❛❜❧②✮ ✐♥ "❤❡ "❡❝❤♥♦❧✲

♦❣② ♥❡"✇♦-❦ -❡♣-❡%❡♥"% "❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐%❝♦✈❡-② ♣-♦❝❡%%✱ ✇❤❡-❡ ❡①✐%"✐♥❣ "❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡% ❛-❡

❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐"❤ ♦♥❡ ❛♥♦"❤❡- ✐♥ ♥❡✇ ✇❛②% "♦ ♣-♦❞✉❝❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦- ❛ ❝♦♥%✉♠❡- ✭✐✳❡✳ %♦ "❤❛" ❝♦♥✲
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Pri =
e10β(L−Li)

∑W

j e10β(L−Lj)
✭✷✮

✇❤❡,❡ ♣❛,❛♠❡(❡, β ∈ [0, 1] ✈❛,✐❡% (❤❡ %❝❡♥❛,✐♦% ❢,♦♠ ♥♦ ✭✐♥ ❢❛✈♦, ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜,❡❛❞(❤✮ (♦

♣❡,❢❡❝( ❝♦♦,❞✐♥❛(✐♦♥ ✭❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞❡♣(❤✮ ✱ L %(❛♥❞% ❢♦, (❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❧✐♥❦% (♦

❜❡ ❞✐%❝♦✈❡,❡❞ ❛❝,♦%% (❤❡ ✇❛②% ♦❢ (❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛(✐♦♥ W ❛♥❞ Li ✐% (❤❡ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ②❡(
✉♥❞✐%❝♦✈❡,❡❞ ❧✐♥❦% ✐♥ (❤❡ (,❛❥❡❝(♦,② i✳ ❚❤✐% ✐% ✐❧❧✉%(,❛(❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳ ❈❧❡❛,❧②✱ ✇✐(❤ β = 0
(,❛❥❡❝(♦,✐❡% ❛,❡ ❝❤♦%❡♥ ,❛♥❞♦♠❧② ✇✐(❤♦✉( ❛♥② ❛❝❝♦✉♥( ❢♦, ❛❧,❡❛❞② ❛❝❝✉♠✉❧❛(❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱

✇❤✐❧❡ ❢♦, β = 1 ❛❣❡♥(% ❛❧✇❛②% ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡♥(,❛(❡ ♦♥ (❤❡ %♠❛❧❧❡%( ❝❧✐G✉❡✳ ■♥(❡,♠❡❞✐❛(❡

✈❛❧✉❡% ♦❢ β ✇✐❧❧ %G✉❡❡③❡ ♣,♦❜❛❜✐❧✐(② ❞✐%(,✐❜✉(✐♦♥% (♦✇❛,❞% ❝❧✐G✉❡% ✇✐(❤ ❧❡❛%( ♥✉♠❜❡, ♦❢

✉♥❞✐%❝♦✈❡,❡❞ ❧✐♥❦%✳

❚❛❜❧❡ ✶✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ♣,♦❜❛❜✐❧✐(✐❡% ❛,❡ ❞✐%(,✐❜✉(❡❞ ❢♦, ❞✐✛❡,❡♥( β

Lj ✹ ❡❞❣❡% ✷ ❡❞❣❡% ✸ ❡❞❣❡% ✹ ❡❞❣❡% ✺ ❡❞❣❡%

Pri P1 P2 P3 P4 P5

β = 0 ✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✷ ✵✳✷

β = 0.2 ✵✳✵✶✾ ✵✳✽✺ ✵✳✶✶ ✵✳✵✶✾ ✵✳✵✵✷

β = 1 ✵ ✶ ✵ ✵ ✵
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✐♥❣ '❤❡ ♥✉❝❧❡❛+ ✐♥❞✉/'+② ✐♥ '❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✶✾✺✵/ '♦ ❢♦/'❡+ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ✜+/' ❝♦♠♠❡+❝✐❛❧

♣+♦'♦'②♣❡ ❛♥❞ /❡❝✉+✐♥❣ '❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❛+❦❡'✳ ❍♦✇❡✈❡+✱ '♦ ❡♥❛❜❧❡ /✉❝❤ ❛ /✇✐❢' ❞✐/❝♦✈❡+② ♦❢

✶✾

■♥ ♦#❤❡& ✇♦&❞)✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❈❛&❧❛✇ ❛♥❞ ▲✐♣)❡② ✭✷✵✵✻✱ ♣✳ ✶✺✾✮ ✐♥ #❤❛# ❜❡❝❛✉)❡ ♦❢ ❑♥✐❣❤#✐❛♥ ✉♥❝❡&#❛✐♥#②

❛❣❡♥#) ❞♦ ♥♦# ❤❛✈❡ ❛ ✏❢♦&❡)✐❣❤# ❛❜♦✉# ❛♥ ✉♥❦♥♦✇❛❜❧❡ ❢✉#✉&❡✑ ❛♥❞ #❛❦❡ ❞❡❝✐)✐♦♥) ❜❛)❡❞ ♦♥ #❤❡ ❡①#❡&♥❛❧✐#✐❡)

✏❛) ❜❡✐♥❣ ❝♦♥)#❛♥# ❛# #❤❡ ❝✉&&❡♥# ♣❡&✐♦❞ ❧❡✈❡❧✑✳

✷✵

■♥ #❤❡ &♦❜✉)#♥❡)) ❝❤❡❝❦) ✇❡ &❡❧❛① #❤✐) ❛))✉♠♣#✐♦♥ ❤✐❣❤❧✐❣❤#✐♥❣ #❤❛# #❤❡ ♠❛✐♥ &❡)✉❧#) &❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞✳
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■♥)#✐#✉#✐♦♥❛❧ ❛&&❛♥❣❡♠❡♥# ❝❤❛♥❣❡ ✐♥❝❡♥#✐✈❡) ♦❢ ❡♥#&❡♣&❡♥❡✉&) ❛♥❞ ✐♥✈❡)#♦&) #♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥❡✇ ♣&♦❞✉❝#)✳

❋♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ ♣♦❧✐❝② ✐♥)#&✉♠❡♥#) ✐♥#&♦❞✉❝❡❞ ✐♥ #❤❡ ●❡&♠❛♥ ❡♥❡&❣② )❡❝#♦& ♠❛❞❡ ✐# ♣&♦✜#❛❜❧❡ #♦ ❝♦♥❝❡♥#&❛#❡

♦♥ #❤❡ &❡♥❡✇❛❜❧❡ ❡♥❡&❣② #❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡) ✭❛❜♦✈❡ ❛❧❧✱ ✇✐♥❞ ❛♥❞ )♦❧❛&✮ ✭❍❡&&♠❛♥♥ ❛♥❞ ❙❛✈✐♥✱ ✷✵✶✻✮✳
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 ❤❡ ♣$♦❞✉❝  ②♣❡✱ ❛ ❝$✐ ✐❝❛❧ ❞❡❝✐.✐♦♥ ✇✐ ❤ $❡.♣❡❝  ♦  ❤❡ ♣$❡❢❡$$❡❞  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧  $❛❥❡❝✲

 ♦$② ❤❛❞  ♦ ❜❡  ❛❦❡♥ ✭✐♥  ❤✐. ❝❛.❡ ❜❡ ✇❡❡♥ ❧✐❣❤ ✇❛ ❡$✱ ❤❡❛✈② ✇❛ ❡$ ❛♥❞ ❣❛. ❣$❛♣❤✐ ❡✮✳

●✐✈❡♥  ❤❛ ✏ ②♣✐❝❛❧❧② ❬✳✳✳❪ ✇❤❡♥ ❛  ❡❝❤♥♦❧♦❣② ✐. ✐♥ $♦❞✉❝❡❞ ✐ . ❢✉ ✉$❡ ♣❛②♦✛. ❛$❡ ♥♦ ✇❡❧❧

❦♥♦✇♥✑ ✭❈♦✇❛♥✱ ✶✾✾✵✱ ♣✳ ✺✹✹✮✱  ❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❤❛. ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ♠❛✐♥❧② ❜❛.❡❞ ♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❛❝❝✉♠✉❧❛ ❡❞ ❜②  ❤❡ ❯✳❙✳ ◆❛✈② ❛❞♦♣ ✐♥❣  ❤❡ ❧✐❣❤ ✇❛ ❡$ ❢♦$ .✉❜♠❛$✐♥❡ ♣$♦♣✉❧.✐♦♥✳ ❆.

❤✐. ♦$② ❤❛. ✐❧❧✉. $❛ ❡❞✱ ❞✉❡  ♦  ❤❛ ❡①♦❣❡♥♦✉. .❤♦❝❦ ✐♥ $♦❞✉❝❡❞ ❜②  ❤❡ ♣♦❧✐❝② ♠❛❦❡$  ❤❡

♠❛$❦❡ ❡✈❡♥ ✉❛❧❧② ❜❡❝❛♠❡ ❧♦❝❦❡❞ ✐♥ ♦  ❤❡ ✐♥❢❡$✐♦$  ❡❝❤♥♦❧♦❣②✳

❚♦ ❡①❛♠✐♥❡ .✉❝❤ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉. ❡✛❡❝ ♦♥  ❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐.❝♦✈❡$② ♣$♦❝❡.. ❛♥❞  ❤❡

❛❞♦♣ ✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ●N❚✱ ❜✉ ❛  ❤❡ .❛♠❡  ✐♠❡ ❦❡❡♣✐♥❣  ❤❡ ♠♦❞❡❧ .✐♠♣❧❡✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇

❛❢ ❡$ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣❡$✐♦❞. ✭ ❤$♦✉❣❤♦✉  ❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥ . ✇❡ ❦❡❡♣ ✐ ❡P✉❛❧  ♦ ✶✵✵✮

❢♦$ ❛ ❝❡$ ❛✐♥ ❢$❛❝ ✐♦♥ ♦❢ ♣$♦❞✉❝  ②♣❡.  ♦ ❡①❝❤❛♥❣❡  ❤❡✐$ ❡①♣❡❝ ❡❞ ♣$♦✜ .✱ ♣$♦①✐❡❞ ❜②

♣❛$❛♠❡ ❡$ ❱❛❧✉❡ ❉②♥❛♠✐❝+ ✭V D✮ ❜❡ ✇❡❡♥ ✵  ♦ ✶✵✵✪✳

✷✷

❚❤✉.✱ .♦♠❡ ❧❡.. ❵✈❛❧✉❛❜❧❡✬ ♥❡❡❞.

♠❛② ✐♥. ❛♥ ❧② ❣❛✐♥ ✐♥ ♣$✐♦$✐ ② ❛♥❞  ❤❡ ♦ ❤❡$ ✇❛② ❛$♦✉♥❞✳ ❆❧❧ ♦ ❤❡$ ❝❤❛$❛❝ ❡$✐. ✐❝. ♦❢  ❤❡

♠♦❞❡❧ $❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❍❛✈✐♥❣ ✐♥ $♦❞✉❝❡❞  ❤✐. ♠❡❝❤❛♥✐.♠ ✐♥  ❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣

 ❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡.❝$✐❜❡❞ ❜② ❈♦✇❛♥ ✭✶✾✾✵✮ ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ ❢♦$♠✉❧❛ ❡  ❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣$♦♣♦.✐ ✐♦♥✿

 !♦♣♦$✐&✐♦♥ ✹ ❋-❡.✉❡♥/ ❝❤❛♥❣❡+ ✐♥ /❤❡ -❛♥❦ ♦❢ ♣-♦❞✉❝/ /②♣❡ ❡①♣❡❝/❡❞ ♣-♦✜/+ ♥❡❣❛/✐✈❡❧②

❛✛❡❝/ /❤❡ ❛❞♦♣/✐♦♥ ♦❢ ●<❚ ❛♥❞ ♠❛② ❧❡❛❞ /♦ ❛ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥ ✐♥ /❤❡ ❧♦♥❣ /❡-♠✳

❚❤❡ ✐♥ ✉✐ ✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ N$♦♣♦.✐ ✐♦♥ ✹ ✐.  ❤❛ ❞✉❡  ♦ ✐♥. ❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥  ❤❡ ♣$♦❞✉❝ 

 ②♣❡✬. ❡①♣❡❝ ❡❞ ♣$♦✜ ✐ . ❞✐.❝♦✈❡$② ❜❡❝♦♠❡. ❢❛. ❡$ ❛♥❞ ❡..❡♥ ✐❛❧❧② $❛♥❞♦♠ ✇✐ ❤ $❡.♣❡❝ 

 ♦  ❤❡  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧  $❛❥❡❝ ♦$② ❝❤♦.❡♥✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ♥♦ ❡♥♦✉❣❤  ✐♠❡  ♦  ❛❦❡ ❛♥ ❛❞✈❛♥ ❛❣❡ ♦❢

♣♦.✐ ✐✈❡ ❡① ❡$♥❛❧✐ ✐❡.  ❤$♦✉❣❤  ❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉.✐♦♥✳ ❚❤✉.✱ ✇❡ ❝♦♥❥❡❝ ✉$❡  ❤❛  ❤♦.❡

❝❤❛♥❣❡. ✐♥  ❤❡ $❛♥❦ ♦❢ ♣$✐♦$✐ ✐❡. ❞✐♠✐♥✐.❤  ❤❡ ❡✛❡❝ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉.✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐ ❤

❝♦♦$❞✐♥❛ ✐♦♥ ♦❢ ❘✫❉ ❡✛♦$ . ❛♥❞ ♠❛② ❧❡❛❞  ♦ ❛  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥✳
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✸ ◆✉♠❡%✐❝❛❧ ❆♥❛❧②-✐- ❛♥❞ ▼♦❞❡❧ ❊①3❡♥-✐♦♥-

■♥ ✇❤❛ ❢♦❧❧♦✇. ✇❡ ❞❡.❝$✐❜❡ ❤♦✇ ✇❡ .❡ ✉♣  ❤❡ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❡①♣❡$✐♠❡♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♣❛$❛♠❡ ❡$.

✇❡ ✉.❡ ❛. ❛ ❞❡❢❛✉❧ ✭❙❡❝ ✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❆❢ ❡$✇❛$❞.✱ $❡.✉❧ . ♦❢  ❤❡ .✐♠✉❧❛ ✐♦♥ ❡①❡$❝✐.❡. ✭❙❡❝ ✐♦♥.

✸✳✷✲✸✳✸✮ ❛♥❞ $♦❜✉. ♥❡..  ❡. . ✭❙❡❝ ✐♦♥ ✸✳✹✮ ❛$❡ ♣$❡.❡♥ ❡❞✳

✸✳✶ ◆✉♠❡'✐❝❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥/

❆  ❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡❛❝❤ .✐♠✉❧❛ ✐♦♥ $❡. ❛$ ✱ ❛ ❧❛$❣❡ ♥❡ ✇♦$❦ ♦❢ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

✐♥ ❡$❝♦♥♥❡❝ ✐♦♥. ❤❛.  ♦ ❜❡ ❣❡♥❡$❛ ❡❞✳ ❋♦$  ❤✐. ❛ .✉❜.❡ ♦❢  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡. ✭♦❢  ❤❡ .✐③❡ CS✮

❤❛.  ♦ ❜❡ .❛♠♣❧❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ♣$♦❞✉❝ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ . ✇❛②. ♦❢  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛ ✐♦♥✳ ■♥

❞♦✐♥❣ .♦✱  ❤$❡❡ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥. ❛$❡ ❡♥.✉$❡❞✿

✶✳ ❚❤❡ .❛♠♣❧✐♥❣ $❡♣❧✐❝❛ ❡. ♦♥❡ ♦❢  ❤❡  ✇♦ .❛♠♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝ ✐♦♥.✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❝❤♦.❡♥ ✐♥ ❧✐♥❡

✇✐ ❤ N$♦♣♦.✐ ✐♦♥ ✸✳ ■♥ ♣❛$ ✐❝✉❧❛$✱ ❜♦ ❤ .❛♠♣❧✐♥❣ ♣$♦❝❡❞✉$❡. . ❛$ ❢$♦♠ ❡♥.✉$✐♥❣

 ❤❛ ♣♦ ❡♥ ✐❛❧ ●N❚ ❡♥ ❡$. ✜$. ✭✶ ♦✉ ♦❢ W ✮  ❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛ ✐♦♥. ❢♦$ ❡❛❝❤

♣$♦❞✉❝  ②♣❡✳ ❆❢ ❡$✇❛$❞.✱ ♦♥❡ ❡✐ ❤❡$ ❢♦❧❧♦✇. ❛ ❤✐❣❤❧② .❦❡✇❡❞ ❞✐. $✐❜✉ ✐♦♥ ❢✉♥❝ ✐♦♥
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❚❤✐# ✐# ❞♦♥❡ (♦ ♣*❡✈❡♥( ❛♥② ✈♦❧❛(✐❧✐(② ✐♥ (❤❡ ♦✈❡*❛❧❧ ❛♠♦✉♥( ♦❢ ❡✛♦*( (❤❡ ❛❣❡♥(# ❝❛♥ ❛♣♣❧② (♦ ❞✐#❝♦✈❡*

❛❧❧ ♣*♦❞✉❝( (②♣❡# ✐♥ ❛( ❧❡❛#( ♦♥❡ ♣*♦❞✉❝(✐♦♥ ✇❛②✳
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❚♦ ❛❞❞*❡## (❤❡ ♣♦##✐❜✐❧✐(② ♦❢ ❛ (❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧♦❝❦✲✐♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛# ❛ ❧♦❝❦✲✐♥ (❤❡ #✐(✉❛(✐♦♥ ✇❤❡*❡ (❤❡

♣*♦❝❡## ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐#❝♦✈❡*② ✐# ❤❛♠♣❡*❡❞ ✭❡✳❣✳✱ ❧♦✇❡* ♥✉♠❜❡* ♦❢ (❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♥❦# ✐# ❞✐#❝♦✈❡*❡❞✮✱

✇❤✐❝❤ ❡✈❡♥(✉❛❧❧② ❧❡❛❞# (♦ ♥♦ ♦* ❞❡❧❛②❡❞ ♣*♦❞✉❝( ❞✐#❝♦✈❡*②✳

✶✸



♦! "❡$" $❤❡ "❛♠♣❧✐♥❣ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$② ♦❢ $❤❡♠ ❡0✉❛❧✳ ❆♥❛❧②$✐❝❛❧❧② $❤✐" ✐" ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ $✇♦ ♣!♦❜❛❜✐❧✐$② ❞✐"$!✐❜✉$✐♦♥"✱ !❡"♣❡❝$✐✈❡❧②✿

Mprobability1 =
1

√

seq(1,M,M)
♦! Mprobability2 = (1, seq(pm, pm,M − 1)) ✭✸✮

✇❤❡!❡ seq(a, b, l) ❣❡♥❡!❛$❡" ❛ ✈❡❝$♦! ♦❢ ❡0✉❛❧❧② ❞✐"$❛♥$ ❡❧❡♠❡♥$" ❜❡$✇❡❡♥ a ❛♥❞ b
♦❢ "✐③❡ l✳ ❆" ❛ !❡"✉❧$✱ $❤❡ "❛♠♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥ $♦ $❤❡ ❧❡❢$ ✐♥ ❡0✉❛$✐♦♥ ✭✸✮ ❝!❡❛$❡"

❤✐❣❤❧② "❦❡✇❡❞ ❞✐"$!✐❜✉$✐♦♥✱ ✇❤❡!❡ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ●@❚ "$✐❧❧ ❤❛" $❤❡ ❧❛!❣❡"$ "❝♦♣❡

♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❛♥❞ ✐" ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ "♠❛❧❧ "✉❜"❡$ ♦❢ ✬❝♦♠♣❡$✐$♦!✬ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡" ❛❧"♦

♣!❡$❡♥❞✐♥❣ $♦ ❜❡❝♦♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❞✐✛❡!❡♥$ ♣!♦❞✉❝$ $②♣❡" ❛♥❞ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥"✳ ❚❤❡ "❛♠♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝$✐♦♥ $♦ $❤❡ !✐❣❤$ ✐♥ ✭✸✮✱ ✐♥ ❝♦♥$!❛"$✱ ❣❡♥❡!❛$❡" ❛

"✐♥❣❧❡ ✬❝❤❛♠♣✐♦♥✬ ✇✐$❤ ♦$❤❡! $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡" ❤❛✈✐♥❣ ✭❛♣♣!♦①✐♠❛$❡❧②✮ ❡0✉❛❧ ❝❤❛♥❝❡

✷✹

$♦

❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛♥② $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥✳ ◆❡❡❞❧❡"" $♦ "❛② $❤❛$ ♥♦ $❡❝❤♥♦❧♦❣②

❝❛♥ ❡♥$❡! ❛♥② $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ♠♦!❡ $❤❛♥ ♦♥❝❡✳

✷✳ ❆❢$❡! ❛❧❧W $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥" ❢♦! ❛❧❧ N ✜♥❛❧ ♣!♦❞✉❝$ $②♣❡" ❛!❡ ❝♦♥"$!✉❝$❡❞✱

$❤❡② ❛!❡ !❡❛!!❛♥❣❡❞ !❛♥❞♦♠❧② $♦ ❡♥"✉!❡ $❤❛$ ●@❚ ✐" ❡0✉❛❧❧② ♣!❡"❡♥$ ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ $❤❡♠✳

✷✺

✸✳ ❲❤✐❧❡ ❝!❡❛$✐♥❣ $❤❡ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥"✱ $❤❡ ❝♦❞❡ ❡♥"✉!❡" ♥♦ ❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ✐"

!❡♣❡❛$❡❞✳ ❚❤❡ ♠♦$✐✈❛$✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ $❤❛$ ✐" $♦ ❦❡❡♣ ❛$ ❧❡❛"$ ♠♦❞❡!❛$❡ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

❞✐✛❡!❡♥❝❡" ❜❡$✇❡❡♥ ❞✐"❝♦✈❡!❡❞ ❣♦♦❞" ✐♥ ♦✉! ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❡①❡!❝✐"❡ !❡"✉❧$" ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✇❡✐❣❤$❡❞ ♥❡$✇♦!❦✱ ❤❛✈✐♥❣ ❜♦$❤ $❤❡ ❜✐♣❛!$✐$❡ ✭♣!♦❞✉❝$✲

$❡❝❤♥♦❧♦❣②❀ ♣!❡"❡♥$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉!❡" ✶✲✷✮ ❛♥❞ ♠✉❧$✐♣❧❡① ✭W ❛❧$❡!♥❛$✐✈❡ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐✲

♥❛$✐♦♥" ❝♦♥"✐"$✐♥❣ ♦❢ $❤❡ "❛♠❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ♥♦❞❡" ❛♥❞ ❧✐♥❦" ❜✉$ ❤❛✈✐♥❣ ❞✐✛❡!❡♥$ ❧✐♥❦ ❛❧❧♦✲

❝❛$✐♦♥❀ ❋✐❣✉!❡ ✸✮ "$!✉❝$✉!❡✳ ❆" ❞❡❢❛✉❧$ ✈❛❧✉❡" ✇❡ ❝♦♥"✐❞❡! $❤❡ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ♣!♦❞✉❝$ $②♣❡"

N = 60✱ ♥✉♠❜❡! ♦❢ ✐♥$❡!♠❡❞✐❛$❡ ✐♥♣✉$" ✭$❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡"✮ M = 100✱ ✜✈❡ ✇❛②" ♦❢ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❝♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ✭W = 5✮ ❛♥❞ ❢♦✉! $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡" $♦ ❜❡ !❡❝♦♠❜✐♥❡❞ ♣❡! ♣!♦❞✉❝$ ✭CS = 4✮ "♦

$❤❛$ $❤❡ !❡"✉❧$✐♥❣ ♥❡$✇♦!❦ ♦❢ ♣♦""✐❜❧❡ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♥❦" ✐" ❛ ❤✐❣❤❧② ✐♥$❡!❝♦♥♥❡❝$❡❞ ❣!❛♣❤✳

❚♦ ✐❧❧✉"$!❛$❡ $❤❡ ❞✐✛❡!❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥ $❤❡ $✇♦ ❛❧$❡!♥❛$✐✈❡ "❛♠♣❧✐♥❣ ❛♣♣!♦❛❝❤❡" ❞❡"❝!✐❜❡❞

❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ $❤❡ $✇♦ ♥❡$✇♦!❦ "$!✉❝$✉!❡" ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♠❡$❤♦❞ "✐♠✐❧❛! $♦ $❤❡ ❦✲❝♦!❡

❛♥❛❧②"✐" ✐♥ ❣!❛♣❤ $❤❡♦!② ✜❧$❡!✐♥❣ ❡❞❣❡" ✇✐$❤ ❛ ❞❡❣!❡❡ ❜❡❧♦✇ k ✭✐♥ $❤✐" ❝❛"❡ "♠❛❧❧❡! $❤❛♥

✺✮✳

✷✻

❚❤✐" ❛❧❧♦✇" ♦♥❡ $♦ ❝♦♥❝❡♥$!❛$❡ ♦♥❧② ♦♥ $❤♦"❡ ❡❞❣❡" ✇❤✐❝❤ ❡♥$❡! "❡✈❡!❛❧ ♣!♦❞✉❝$

$②♣❡"✳ ❈❧❡❛!❧②✱ ✐♥ $❤❡ ❝❛"❡ ♦❢ ❡0✉❛❧ ♣❡!✈❛"✐✈❡♥❡"" ♣♦$❡♥$✐❛❧ ♦❢ ♦$❤❡! M − 1 $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡"✱

❛ ✬"$❛!✲$②♣❡✬ ♥❡$✇♦!❦ "$!✉❝$✉!❡ ✐" ♦❜"❡!✈❡❞ ✭"❡❡ !✐❣❤$ ♣❧♦$ ✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✻✮✱ ✇❤❡!❡ ❛❧♠♦"$ ❛❧❧

✬❤❡❛✈② ✇❡✐❣❤$❡❞✬ ❧✐♥❦" ❧❡❛❞ $♦ ●@❚✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ $❤❡ ❛❧$❡!♥❛$✐✈❡ ♥❡$✇♦!❦ "$!✉❝$✉!❡ $❤❡!❡ ✐" ❛

❤✐❣❤❧② ✐♥$❡!❝♦♥♥❡❝$❡❞ ❝♦!❡ ♦❢ ✜✈❡✲$❡♥ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡" ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ $❤❡ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ●@❚ ✭❧❡❢$ ♣❧♦$

✐♥ ❋✐❣✉!❡ ✻✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛!❡ ❛❧"♦ ✇❡❧❧ ❝♦♥♥❡❝$❡❞ $♦ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡" ♦✉$"✐❞❡ $❤❡ ❝♦!❡ ✭♣❡!✐♣❤❡!②✮✳

❋♦! $❤✐" !❡❛"♦♥✱ ❤❡♥❝❡❢♦!$❤ ✇❡ ❞❡♥♦$❡ $❤❡ $✇♦ ❛❧$❡!♥❛$✐✈❡ ♥❡$✇♦!❦ "$!✉❝$✉!❡" ❛" ✬"$❛!

♥❡$✇♦!❦✬ ❛♥❞ ✬❝♦!❡✲♣❡!✐♣❤❡!② ♥❡$✇♦!❦✬✳

✷✹

❚❤✐( ✐( ♣!♦①✐❡❞ ❜② /❤❡ ♣❛!❛♠❡/❡! pm =

(

∑

(

1√
seq(1,M,M)

)

− 1

)

/(M−1) ❝❤♦(❡♥ ❥✉(/ /♦ ❡♥(✉!❡ /❤❛/

✐♥ ❜♦/❤ (❛♠♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝/✐♦♥( ●:❚ ❤❛( /❤❡  ❛♠❡ ♣♦/❡♥/✐❛❧ ♣❡!✈❛(✐✈❡♥❡(( ✭♥✉♠❜❡! ♦❢ /✐♠❡( ❜❡✐♥❣ (❛♠♣❧❡❞

❢♦! ❞✐(/✐♥❝/ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛/✐♦♥(✳ ❋♦! ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦! M = 100 pm ≈ 0.178✳✮
✷✺

❚❤✐( ✐( ♣!✐♠❛!✐❧② ❞♦♥❡ /♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥② (/!♦♥❣ ❛((✉♠♣/✐♦♥ /❤❛/ ●:❚ ♠❛② ❜❡♥❡✜/ ❛ ❧♦/ ❢!♦♠ ❧✐♠✐/❡❞

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉(✐♦♥ ✇✐/❤✐♥ ❥✉(/ ♦♥❡ ✇❛② ♦❢ /❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛/✐♦♥✳

✷✻

❚❤❡ ❡①❛❝/ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ✐( ❝❤♦(❡♥ ❥✉(/ ❢♦! ✈✐(✉❛❧✐③❛/✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❋♦! ❞✐✛❡!❡♥/ ♣❛!❛♠❡/❡!( ♦❢ /❤❡

♥❡/✇♦!❦✱ (♦♠❡ ❞✐✛❡!❡♥/ ✈❛❧✉❡ ♦❢ k ♠❛② ❜❡ ❝❤♦(❡♥ ✐♥(/❡❛❞✳

✶✹



t = 1

N (100, 25)

M W
CS

GPTAdoption

GPTAdoption =
Actual PervasivenessGPT

1
M−1

M
∑

m=2
Actual Pervasivenessm

/ Potential PervasivenessGPT

1
M−1

M
∑

m=2
Potential Pervasivenessm

GPTAdoption



❝♦♠♣❛%✐'♦♥ )♦ ❛♥ ❛✈❡%❛❣❡ ♦)❤❡% )❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❛❢)❡% )❤❡ ❞✐'❝♦✈❡%② ♣%♦❝❡'' ✐' ✜♥✐'❤❡❞ ❛♥❞

♦♥❡ ❝❛❧❝✉❧❛)❡' )❤❡ ✬❛❝)✉❛❧ ♣❡%✈❛'✐✈❡♥❡''✬✮✱ ❜✉) ❝♦♠♣❛%❡' )❤✐' %❛)✐♦ ✇✐)❤ )❤❡ ♦♥❡ ✉'✐♥❣

✬♣♦)❡♥)✐❛❧ ♣❡%✈❛'✐✈❡♥❡''✬✱ ✐✳❡✳ ✐♥ ❤♦✇ ♠❛♥② ❞✐✛❡%❡♥) )❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥' ❛ ❣✐✈❡♥

)❡❝❤♥♦❧♦❣② ❤❛❞ ❛ ♣♦)❡♥)✐❛❧ )♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

✷✽
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❋✐❣✉"❡ ✽✮✿ ❛: $❤❡ ♥❡$✇♦"❦ ❞❡♥:✐$② "✐:❡: ❧❡❛❞✐♥❣ $♦ ❧❛"❣❡" ❡①$❡"♥❛❧✐$② ❡✛❡❝$:✱ ●?❚ ❜❡❝♦♠❡:

❛❞♦♣$❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛"❣❡" ♥✉♠❜❡" ♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞:✳

❍❡♥❝❡✱ $✇♦ ❝♦♥❝❧✉:✐♦♥: ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡✳ ❋✐":$✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜:❡"✈❡ ❧✐$$❧❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡ ❜❡$✇❡❡♥

$✇♦ ❛❧$❡"♥❛$✐✈❡ ♥❡$✇♦"❦ :$"✉❝$✉"❡:✱ ♥❛♠❡❧② ❝♦#❡✲♣❡#✐♣❤❡#② ❛♥❞ %"❛# $②♣❡: ♦❢ ♥❡$✇♦"❦✱

$❤✉:✱ "❡❥❡❝$✐♥❣ ?"♦♣♦:✐$✐♦♥ ✸✳ ❙❡❝♦♥❞✱ $❤❡ ♠♦"❡ ❞❡♥:❡ ✐: $❤❡ ♥❡$✇♦"❦ ✐♥ $❡"♠: ♦❢ $❤❡

❛♠♦✉♥$ ♦❢ ✇❡✐❣❤$❡❞ ❧✐♥❦: $❤❡ ♠♦"❡ ❧✐❦❡❧② ✐: $❤❡ ●?❚ ❛❞♦♣$✐♦♥✳ ❇② ✬❞❡♥:✐$②✬ ❤❡"❡ ✇❡

♠❡❛♥ $❤❡ ❛♠♦✉♥$ ♦❢ ❧✐♥❦: ✇✐$❤ ✇❡✐❣❤$ ❧❛"❣❡" $❤❛♥ 1✳ ■$ ✐: ❝❧❡❛" $❤❛$ ❛ $②♣✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐$✐♦♥

♦❢ ♥❡$✇♦"❦ ❞❡♥:✐$② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢"♦♠ ❣"❛♣❤ $❤❡♦"② ✇✐❧❧ ♥♦$ ✜$ $♦ ♦✉" $②♣❡ ♦❢ ♣"♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐:

❞❡✜♥✐$✐♦♥ :❛②: $❤❛$ ❞❡♥:✐$② ✐: ❛ "❛$✐♦ ♦❢ ❡①✐:$✐♥❣ ❧✐♥❦: $♦ ❛❧❧ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❧✐♥❦:✳ ■♥ ♦✉" :❡$

✉♣ ✇❡ ❛"❡ ♠♦"❡ ✐♥$❡"❡:$❡❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❧✐♥❦: ❧❡❛❞ $♦ ●?❚ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦$✳ ❚❤✉:✱ ✇❡

❝♦♥:$"✉❝$ ❛♥ ✐♥❞❡① $❤❛$ :✉♠: $❤❡ ❞✐✛❡"❡♥❝❡: ✐♥ $❤♦:❡ ♦❝❝✉""❡♥❝❡: ✐♥ ❢❛✈♦✉" ❛♥❞ ❛❣❛✐♥:$

●?❚ ❛❞♦♣$✐♦♥✱ ✇❡✐❣❤$: ✐$ ❛❝❝♦"❞✐♥❣ $♦ $❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ $♦ ❡♥❝♦✉♥$❡" ✐♥ $❤❡ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♥❡$✇♦"❦ ❛♥❞ ♥♦"♠❛❧✐③❡: ✐$ $♦ $❤❡ $♦$❛❧ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ✉♥✐Q✉❡ ❧✐♥❦: ✐♥ $❤❛$ ♥❡$✇♦"❦ ✭Ψ✮✿

Multiplicity Index =

∑Ψ
ψ=1 ωψ

[

max(ωGPTψ − 1, 0)−max(ωNoGPTψ − 1, 0)
]

Ψ
, ✭✺✮

✇❤❡"❡ ωψ ✐: $❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ ♦❝❝✉""❡♥❝❡: ♦❢ ❛ ✉♥✐Q✉❡ ❧✐♥❦ ψ ✭$❤❡ :❛♠❡ ♣❛✐" ♦❢ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡:✮

✐♥ ♦✉" ♥❡$✇♦"❦ ♦❢ ♣♦$❡♥$✐❛❧ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❞❣❡:✱ ωGPTψ ✐: $❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ $✐♠❡: $❤✐: ❧✐♥❦

❧❡❛❞: $♦ ❝❧✐Q✉❡: ❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ ●?❚ ❛♥❞ ωNoGPTψ ✐: $❤❡ ♥✉♠❜❡" ♦❢ $✐♠❡: $❤❡ :❛♠❡ ❧✐♥❦ ❧❡❛❞:

$♦ ❝❧✐Q✉❡: ✇✐$❤♦✉$ ●?❚✳ ■♥ $❤✐: ✇❛②✱ ✇❡ ❛$$❡♠♣$ $♦ ❝❛♣$✉"❡ $❤❡ ❡✛❡❝$ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❡①$❡"♥❛❧✐$✐❡: ❜❡$✇❡❡♥ ❝♦♠♣❡$✐♥❣ $❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ $"❛❥❡❝$♦"✐❡: ✐♥ ♦✉" ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❧❛"❣❡" $❤❡

"❡:✉❧$✐♥❣ ▼✉❧"✐♣❧✐❝✐"② ■♥❞❡① $❤❡ ❧❛"❣❡" ✐: ❡①♣❡❝$❡❞ $♦ ❜❡ $❤❡ ❛❝$✉❛❧ ●?❚ ♣❡"✈❛:✐✈❡♥❡::✳

❋✐❣✉"❡ ✾ ✐❧❧✉:$"❛$❡: ❤♦✇ ❛❝$✉❛❧ ●?❚ ♣❡"✈❛:✐✈❡♥❡:: ❞❡♣❡♥❞: ♦♥ $❤❡ ✐♥❞❡①✳ ❆❣❛✐♥ ❧✐$$❧❡

❞✐✛❡"❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜:❡"✈❡❞ "❡❣❛"❞✐♥❣ $✇♦ ❝♦♥$"❛:$ ♥❡$✇♦"❦ :$"✉❝$✉"❡:✳ ❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐:

✷✾

◆♦"❡ ❤❡%❡ "❤❛" ✈❛%②✐♥❣ "❤❡ ❡①"❡♥" ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ 2♣✐❧❧♦✈❡%2✱ ✇❡ ❦❡❡♣ "❤♦2❡ ❝♦♥2"❛♥" ✐♥ "✐♠❡ ✐♠♣❧②✐♥❣

"❤❛" ✐❢ ❛ "❡❝❤♥♦❧♦❣② ❝♦♠❜✐♥❛"✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡2 ❞✐2❝♦✈❡%❡❞ ❛♥❞ "❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ 2♣✐❧❧♦✈❡%2 %❡❣✐♠❡ ❛❧❧♦✇2 "❤❡

❧✐♥❦ "♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧2❡✇❤❡%❡✱ "❤✐2 ❡①"❡%♥❛❧✐"② ✇❛2 "❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♠♠❡❞✐❛"❡❧② ✭✇✐"❤♦✉" ❛♥② "✐♠❡ ❧❛❣✮✳ ■♥

❛♥ ❡①"❡♥2✐♦♥ ♦❢ ♦✉% ♠♦❞❡❧ ✭❙❡❝"✐♦♥ ✸✳✸✮ ✇❡ ✐❧❧✉2"%❛"❡ ❤♦✇ 2✉❝❤ ❛ "✐♠❡ ❞❡❧❛② ✭✐♥ "❡%♠2 ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❡①"❡%♥❛❧✐"✐❡2 "♦ ❜❡ ✉"✐❧✐③❡❞✮ ❝❛♥ ❜❡ "❛❦❡♥ ✐♥"♦ ❛❝❝♦✉♥"✳

✶✼



❋✐❣✉$❡ ✽✿ ❚❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ✈❛$✐❛,✐♦♥ ✐♥ ,❤❡ ♥✉♠❜❡$ ♦❢ ♣$♦❞✉❝,6 ✭N✮✱ ✇❛②6 ♦❢ ♣$♦❞✉❝,✐♦♥ ✭W ✮✱

,❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡6 ✭M✮✱ ❛♥❞ ❛ ❝❧✐=✉❡6 6✐③❡ ✭CS✮ ♦♥ ,❤❡ ●@❚ ♣❡$✈❛6✐✈❡♥❡66✳

◆♦"❡✿ ❲❡ ✜# #✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐♥❡- ❢♦/ ❛ ❜❡##❡/ ✐❧❧✉-#/❛#✐♦♥ ♣✉/♣♦-❡-✳
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❧❡✈❡❧6 ♦✛ ❛$♦✉♥❞ ✽✵✪✳ ■, ✐6 ✐♠♣♦$,❛♥, ,♦ ♥♦,❡ ,❤❛, ,❤❡ ✐♥❞❡① $❡❛❝,6 ,♦ ✈❛$✐❛,✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ❦❡②

♥❡,✇♦$❦ ♣❛$❛♠❡,❡$6 ❞✐6❝✉66❡❞ ❡❛$❧✐❡$ ❛♥❞ ❝❛♥ 6❡$✈❡ ❛6 ❛ ❣♦♦❞ ❡① ❛♥,❡ ❡6,✐♠❛,❡ ♦❢ ●@❚

❛❞♦♣,✐♦♥ ✉♥❞❡$ ❧❡❛❦② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝♦♦$❞✐♥❛,✐♦♥✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣❧♦$❡ ,❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ✈❛$✐❛,✐♦♥ ✐♥ ❡①♣❡❝,❡❞ ♣$♦✜,6 ❜② 6❡,,✐♥❣ ,❤❡ V D ♣❛$❛♠✲

❡,❡$ ❡=✉❛❧ ,♦ ✈❛❧✉❡6 ❜❡,✇❡❡♥ ✵ ✭♥♦ ✈❛$✐❛,✐♦♥✮ ❛♥❞ ✶ ✭❛❧❧ N ♣$♦❞✉❝, ,②♣❡6 ❝❤❛♥❣❡ $❛♥❞♦♠❧②

,❤❡✐$ $❛♥❦ ✐♥ ❡①♣❡❝,❡❞ ♣$♦✜,6 ❡✈❡$② ✶✵✵ ♣❡$✐♦❞6✮✳ ❘❡6✉❧,6 ♦❢ ,❤❡ ❡①❡$❝✐6❡ ❛$❡ ♣$❡6❡♥,❡❞

✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✵✳ ❚❤❡ ❛❜6❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝❧❡❛$ ❡✛❡❝, ♦♥ ●@❚ ❛❞♦♣,✐♦♥ ❤❛6 ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛,✐♦♥✳ ■♥ ♦✉$

♠♦❞❡❧ ,❤❡ ❞❡♠❛♥❞ 6✐❞❡ ✐6 ✐♥,❡$❡6,❡❞ ✐♥ ❞✐6❝♦✈❡$② ♦❢ ♣$♦❞✉❝,6 ✭,♦ ❜❡ ♣$❡❝✐6❡✱ ✜$6, ❞✐6❝♦✈❡$②

❢♦$ ❡❛❝❤ ♣$♦❞✉❝, ,②♣❡ 6❛,✐6❢②✐♥❣ ❛ ❝❡$,❛✐♥ ♥❡❡❞✮✱ ❜✉, ♣✉,6 ♥♦ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉,6

6❤❛❧❧ ❜❡ ✉6❡❞ ,♦ ❞♦ 6♦✱ ❧❡❛✈✐♥❣ ,❤✐6 ❝❤♦✐❝❡ ,♦ ❛❣❡♥,6 ❞♦✐♥❣ ❘✫❉✳ ❚❤❡ ❛❣❡♥,6✱ ✐♥ ,❤❡✐$ ,✉$♥✱

♣✉$6✉❡ ,$❛❥❡❝,♦$✐❡6 ✇✐,❤ ❧♦✇❡6, ❡①♣❡❝,❡❞ ❞✐✣❝✉❧,②✳ ❆6 ❛ $❡6✉❧,✱ ,❤✐6 ✈❛$✐❛,✐♦♥ ✐♥ ❡①♣❡❝,❡❞

♣$♦✜,6 ❤❛6 ❝❧♦6❡ ,♦ ♥♦ ✐♠♣❛❝, ♦♥ ,❤❡ ❛❣❡♥,✬6 ❞✐6❝♦✈❡$② ❝❤♦✐❝❡6✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛6 ❧♦♥❣ ❛6 ✇❡

❦❡❡♣ ,❤❡ ♥❡,✇♦$❦ ♦❢ ♣♦,❡♥,✐❛❧ ,❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥,❡$$❡❧❛,✐♦♥6 ✜①❡❞ ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ 6♣✐❧❧♦✈❡$6

❝♦♥6,❛♥, ♦✈❡$ ,✐♠❡✱ ♦♥❡ ❤❛6 ,♦ $❡❥❡❝, @$♦♣♦6✐,✐♦♥ ✹✳

❲❤❛, ,❤❡ ✈❛$✐❛,✐♦♥ ✐♥ ❡①♣❡❝,❡❞ ♣$♦✜,6 ❞♦❡6 ❛✛❡❝,✱ ❤♦✇❡✈❡$✱ ✐6 ,❤❡ ♣❡$✐♦❞ ♦❢ ,✐♠❡

✇✐,❤✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣$♦❞✉❝, ,②♣❡6 ❛$❡ ❞✐6❝♦✈❡$❡❞ ✐♥ ❛, ❧❡❛6, ♦♥❡ ,❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛,✐♦♥

✭6❡❡ $✐❣❤, ❝❤❛$, ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✷✮✳ ●✐✈❡♥ ,❤❛, ❛ ❤✐❣❤ ♣$❡66✉$❡ ❢$♦♠ ,❤❡ ❞❡♠❛♥❞ 6✐❞❡ $♦,❛,❡6

❜❡,✇❡❡♥ ❞✐✛❡$❡♥, ♣$♦❞✉❝, ,②♣❡6 ♦✈❡$ ,✐♠❡✱ 6♦♠❡ ♠♦$❡ ❞✐✣❝✉❧, ❡❞❣❡6 ❜❡❝♦♠❡ ❞✐6❝♦✈❡$❡❞

♠✉❝❤ ❢❛6,❡$ $❡❞✉❝✐♥❣ ,❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ❛♠♦✉♥, ♦❢ ,✐♠❡ 6♣❡♥,✳ ❆ 6✐♠✐❧❛$ ❡✛❡❝, ♦♥ ,❤❡ ,✐♠❡ ♦❢

❞✐6❝♦✈❡$② ❤❛✈❡ ,❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉6✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦$❞✐♥❛,✐♦♥ ♦❢ ❘✫❉ ❡✛♦$,6✳ ❘✐❣❤, ❝❤❛$,

✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✶ ❞❡♠♦♥6,$❛,❡6 ❤♦✇ ,✐♠❡ $❡❞✉❝❡6 ✇✐,❤ ✐♥❝$❡❛6❡❞ ❝♦♦$❞✐♥❛,✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐,❤✐♥

❡❛❝❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦♦$❞✐♥❛,✐♦♥ ✐♥❝$❡❛6❡❞ ❞✐✛✉6✐♦♥ $❡❞✉❝❡6 ,✐♠❡ ❛6 ✇❡❧❧✳ ❨❡,✱ ,❤❡ ♥❛,✉$❡ ♦❢

,❤♦6❡ ,✇♦ ❡✛❡❝,6 ✐6 ❞✐✛❡$❡♥,✳ ■♥ ,❤❡ ❢♦$♠❡$ ❝❛6❡✱ ♣$❡6❡♥, ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉6✐♦♥ 6,❛♥❞6 ❢♦$ ,❤❡

✶✽



❋✐❣✉$❡ ✾✿ ▼✉❧*✐♣❧✐❝✐*② ✐♥❞❡① $❡✢❡❝*✐♥❣ $❡2✉❧*✐♥❣ ●4❚ ♣❡$✈❛2✐✈❡♥❡22 ✉♥❞❡$ ❧❡❛❦② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

◆♦"❡✿ ❲❡ ✜# #✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✐♥❡- ❢♦/ ❛ ❜❡##❡/ ✐❧❧✉-#/❛#✐♦♥ ♣✉/♣♦-❡-✳

♣♦22✐❜✐❧✐*② ♦❢ ✉*✐❧✐③✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐2❝♦✈❡$❡❞ ❡❧2❡✇❤❡$❡ ❢♦$ ❛ 2♣❡❝✐✜❝ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣$♦❜❧❡♠

❛* ❤❛♥❞✳ ❚❤❡ ❧❛**❡$ ❢♦$❝❡ ❧❡❛❞2 *♦ ❢♦❝✉2 ♦♥ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ *$❛❥❡❝*♦$✐❡2 ✇❤❡$❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐2

❛❧$❡❛❞② ❛❝❝✉♠✉❧❛*❡❞ ❛♥❞ $❡2✉❧*2 ✐♥ ❢❛2*❡$ ✐♥✈❡♥*✐♦♥✳

❆♥♦*❤❡$ ✐♥❢♦$♠❛*✐✈❡ $❡2✉❧* ✐2 *❤❡ 2✐③❡ ♦❢ *❤❡ ❞✐2❝♦✈❡$❡❞ ❣$❛♣❤ $❡✢❡❝*✐♥❣ *❤❡ ❛♠♦✉♥*

♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛*❡❞✳ ❑♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥❝$❡❛2❡2 *❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛2❡

❞✐2❝♦✈❡$❡❞✳ ▲❡❢* ❝❤❛$* ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✶ 2❤♦✇2 *❤❛* ✉♥❞❡$ ❛❧❧ ❝♦♦$❞✐♥❛*✐♦♥ $❡❣✐♠❡2 ✭β = 0...1✮
*❤❡ ❞✐✛✉2✐♦♥ ❤❛2 ❛ ♣♦2✐*✐✈❡ ✐♠♣❛❝* ♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛2❡✳ ❊✈❡♥ *❤♦✉❣❤ ❛❣❡♥*2 ✇❡$❡ ♥♦*

❛✐♠✐♥❣ *♦ ❞✐2❝♦✈❡$ ❛❧❧ ♣♦22✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥2 ♦❢ ❛ ✉♥✐K✉❡ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛*✐♦♥✱ *❤✐2

✐2 ❞♦♥❡ ❛✉*♦♠❛*✐❝❛❧❧②✳

✸✵

❚❤❡ 2❛♠❡ ❝❤❛$* ❞❡♠♦♥2*$❛*❡2 *❤❛* ❝♦♦$❞✐♥❛*✐♥❣ ❘✫❉ ❡✛♦$*2

✭❢♦❝✉2 ♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞❡♣#❤✮ $❡❞✉❝❡2 *❤❡ ❞✐2❝♦✈❡$❡❞ ❜❛2❡ ❜❡❝❛✉2❡ ❛❣❡♥*2 ❛❧✇❛②2 ❢♦❧❧♦✇

*❤❡ ✭2❡❡♠✐♥❣❧②✮ ✬❧❡❛2* $❡2✐2*❛♥*✬ ❝❧✐K✉❡ ♥♦* *$②✐♥❣ *♦ ❞✐2❝♦✈❡$ ❡❞❣❡2 ✐♥ ❛❧*❡$♥❛*✐✈❡ ✇❛②2

♦❢ ♣$♦❞✉❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ 2❛♠❡ ♣$♦❞✉❝*✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡❢* ❝❤❛$* ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✶✷ ❞❡♠♦♥2*$❛*❡2 *❤❡

♥❡❣❛*✐✈❡ ❡✛❡❝* ♦❢ ✈❛$✐❛*✐♦♥ ✐♥ ❡①♣❡❝*❡❞ ♣$♦✜*2 ♦♥ *❤❡ ❛♠♦✉♥* ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛*❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱

✇❤✐❝❤ ✐2 ❞✉❡ *♦ *❤❡ ❤✐❣❤ ♣$❡22✉$❡ ❢$♦♠ *❤❡ ❞❡♠❛♥❞ 2✐❞❡ ❧❡❛❞✐♥❣ *♦ ❢❛2* ♣$♦❞✉❝* ❞✐2❝♦✈❡$②

♣$❡✈❡♥*✐♥❣ ❛❣❡♥*2 *♦ ✇♦$❦ ♠♦$❡ ♦♥ ❞✐✛❡$❡♥* *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ *$❛❥❡❝*♦$✐❡2✳ ❚❤✐2 $❡2✉❧* ✐2

✐♠♣♦$*❛♥* *♦ ✉♥❞❡$2*❛♥❞ ♦✉$ ✜♥❞✐♥❣2 ❢♦$ *❤❡ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡*✇♦$❦ ❣$♦✇✐♥❣ ♦✈❡$ *✐♠❡✳

✸✶

◆♦*❡ ❛❧2♦ *❤❛* *❤❡ ❝♦'❡✲♣❡'✐♣❤❡'② *②♣❡ ♦❢ ♥❡*✇♦$❦ ❤❛2 ❛♥ ❛❞✈❛♥*❛❣❡ ♦✈❡$ +#❛' *②♣❡ ❞✉❡ *♦

❤✐❣❤❡$ ❝♦♥❝❡♥*$❛*✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡2 ✇✐*❤ ❧❛$❣❡ ✇❡✐❣❤*2✿ *❤♦2❡ ✇❡✐❣❤*❡❞ ❧✐♥❦2 ❜❡✐♥❣ ❞✐2❝♦✈❡$❡❞

❣$❡❛*❧② ❛❞❞ *♦ *❤❡ ♦✈❡$❛❧❧ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛2❡ ❣✐✈❡♥ ❧❡❛❦② ❞✐✛✉2✐♦♥ $❡❣✐♠❡✳

❚❤✉2✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ *❤❛* ✐♥ ♦$❞❡$ *♦ ✐♥✈❡♥* ❛❧❧ ♣$♦❞✉❝*2 ✐♥ ❛ ❢❛2*❡2* ✇❛② ❛♥❞

♣$♦♠♦*❡ ❛❞♦♣*✐♦♥ ♦❢ ♣♦*❡♥*✐❛❧ ●4❚✱ ♦♥❡ 2❤❛❧❧ ♣$♦♠♦*❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉2✐♦♥✱ 2*✐♠✉❧❛*❡

❛❣❡♥*2 *♦ ❝♦♥❝❡♥*$❛*❡ *❤❡✐$ ✐♥♥♦✈❛*✐✈❡ ❡✛♦$*2 ♦♥ *❤❡ *❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ *$❛❥❡❝*♦$✐❡2 ✇✐*❤ ❧❛$❣❡2*

❛♠♦✉♥* ♦❢ ❛❝❝✉♠✉❧❛*❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛$❛❧❧❡❧ 2*✐♠✉❧❛*❡ $♦*❛*✐♦♥ ✐♥ *❤❡ ❞❡♠❛♥❞ 2✐❞❡

♣$❡22✉$❡ *♦✇❛$❞2 ❞✐2❝♦✈❡$✐♥❣ ❞✐2*✐♥❝* ♣$♦❞✉❝* *②♣❡2✳ ❨❡*✱ ❛2 ✇❡ 2❤♦✇ ✐♥ ❙❡❝*✐♦♥ ✸✳✸✱ 2✉❝❤

❛ ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ *♦♦ ❞❡❧✉2✐✈❡ ✐♥ *❤❡ ❧♦♥❣ *❡$♠ ♣❡$2♣❡❝*✐✈❡✳

✸✵

■❢ ✐♥ ❝♦♥&'❛)&✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❝♦✉♥&❡❞ ♦♥❧② ❛❧❧ ✉♥✐3✉❡ ❡❞❣❡) ✭❜❡&✇❡❡♥ ✉♥✐3✉❡ ♣❛✐') ♦❢ &❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡)✮✱

&❤❡ ♣'❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ )♣✐❧❧♦✈❡') ✇♦✉❧❞ '❡)✉❧& ✐♥ &❤❡ )♠❛❧❧❡)& ♥❡&✇♦'❦ ❞✐)❝♦✈❡'❡❞✳

✸✶

◆♦&❡ &❤❛& ✇❤❡♥ ❝♦♦'❞✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ ❘✫❉ ❡✛♦'&) ✐) )✇✐&❝❤❡❞ ♦♥✱ ✈❛'✐❛&✐♦♥ ✐♥ ♣'♦✜&) ❤❛) ♥♦ ❝❧❡❛' ❡✛❡❝&

♦♥ &❤❡ ❞✐)❝♦✈❡'❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛)❡ )✐♥❝❡ ✉♥❞❡' ❝♦♦'❞✐♥❛&✐♦♥ ❛❣❡♥&) 3✉✐❝❦❧② )&❛'& ❞✐)'❡❣❛'❞✐♥❣ ❛❧&❡'♥❛&✐✈❡

&'❛❥❡❝&♦'✐❡)✳

✶✾



❋✐❣✉$❡ ✶✵✿ ❊✛❡❝, ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❞②♥❛♠✐❝6 ♦♥ ●8❚ ❛❞♦♣,✐♦♥

◆♦"❡✿ ❚❤❡ #❡$✉❧' ✐$ ♦❜'❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡# ❧❡❛❦② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❢✉❧❧ ❝♦♦#❞✐♥❛'✐♦♥ ✭β = 1✮✳ ❆ $✐♠✐❧❛# #❡$✉❧' ✇✐'❤ 9✉❛♥'✐'❛'✐✈❡❧②

$♠❛❧❧❡# ✈❛❧✉❡$ ❢♦# ●<❚ ❛❞♦♣'✐♦♥ ✐$ ♦❜$❡#✈❡❞ ❢♦# ♥♦ ❝♦♦#❞✐♥❛'✐♦♥ ✭β = 0✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✶✿ ❊✛❡❝, ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉6✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♦$❞✐♥❛,✐♦♥ ♦♥ ,✐♠❡ ♦❢ ❞✐6❝♦✈❡$② ❛♥❞ ❞✐6✲

❝♦✈❡$❡❞ ❣$❛♣❤✳

❋✐❣✉$❡ ✶✷✿ ❊✛❡❝, ♦❢ ✈❛❧✉❡ ❞②♥❛♠✐❝6 ♦♥ ❞✐6❝♦✈❡$❡❞ ❣$❛♣❤ ❛♥❞ ,✐♠❡ ♦❢ ❞✐6❝♦✈❡$②✳

✷✵





✈✐"✐❜❧❡ ♥❡'✇♦*❦ ✐" ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥' ♦♥ '❤❡ "✐③❡ ❛♥❞ "'*✉❝'✉*❡ ♦❢ '❤❡ ♥❡'✇♦*❦ ❞✐"❝♦✈❡*❡❞✳

■♥ ♣❛*'✐❝✉❧❛*✱ ❛❣❡♥'" '❡♥❞ '♦ ❧❡❛*♥ ❛❜♦✉' ♥❡✇ ♣♦""✐❜❧❡ ♣*♦❞✉❝' '②♣❡" ♦* ♥❡✇ ✇❛②" ♦❢

♣*♦❞✉❝'✐♦♥ ♦❢ ❦♥♦✇♥ ♣*♦❞✉❝' '②♣❡" ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ❡①'❡♥' '❤❡② ❛*❡ ✉"✐♥❣ ❝♦♥"'✐'✉❡♥'

'❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥"✳ ❖♥❡ ✐♠♣♦*'❛♥' ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐"♠ ♠❛❦✐♥❣ ❧✐♥❦"

✈✐"✐❜❧❡ '♦ '❤❡ ♦♥❡ '*❛♥"❢♦*♠✐♥❣ '❤❡♠ ✐♥'♦ ❞✐"❝♦✈❡*❡❞ ♦♥❡" ✐" '❤❛' ❡❞❣❡" ❜❡❝♦♠❡ ✈✐"✐❜❧❡ ✐♥

❝❧✐=✉❡"✱ ✇❤✐❧❡ ❧✐♥❦" ❜❡❝♦♠❡ ❞✐"❝♦✈❡*❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② '❤*♦✉❣❤ ♣*❛❝'✐❝❛❧ '❡"'" ♠♦*❡ ❧✐❦❡ ❛♥

❛♣♣❧✐❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳ ❚❤❡ "❡❝♦♥❞ ❞✐✛❡*❡♥❝❡ ❝♦♠❡" ❢*♦♠ ♦✉* ❛""✉♠♣'✐♦♥ '❤❛' '❤❡ ♣*♦❝❡""

♦❢ *❡❝♦❣♥✐③✐♥❣ ♥❡✇ '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥" *❡=✉✐*❡" ♥♦ ❘✫❉ ❡✛♦*' ❢*♦♠ '❤❡ ❛❣❡♥'"✳

✸✸

■♥ ♣❛*'✐❝✉❧❛*✱ ❛❣❡♥'" ❝❛♥ *❡❝♦❣♥✐③❡ ❛ ♥❡✇ '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥ υ ❛' ❡❛❝❤ ♣❡*✐♦❞ ♦❢

'✐♠❡ ✐❢ '❤❡ ♣*♦❜❛❜✐❧✐'② Prυ ∈ U [0, 1]✿

Prυ < α exp (v(s1 − 1)) + β exp (v(s2 − 1)) + γ exp (v(s3 − 1)), ✭✻✮

✇❤❡*❡ s1✱ s2 ❛♥❞ s3 ❛*❡ "❤❛*❡" ♦❢ ❞✐"❝♦✈❡*❡❞✱ ✈✐"✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐♥✈✐"✐❜❧❡ ❧✐♥❦"

✸✹

✐♥ '❤❡ '❡❝❤♥♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ❝❧✐=✉❡ υ✱ ✇❤✐❧❡ α, β, γ, v ❛*❡ ♣❛*❛♠❡'❡*" "♣❡❝✐❢②✐♥❣ '❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥✬" "❤❛♣❡ "♦ '❤❛' ✐'

✐♥❝*❡❛"❡" ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧❧② '❤❡ ♠♦*❡ ❧✐♥❦" ✐♥ υ ❛*❡ ✈✐"✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐"❝♦✈❡*❡❞ ❜② ❛❣❡♥'"✳

✸✺

▲❡' ✉" ❝♦♥"✐❞❡* ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❤❡*❡✳ ❙✉♣♣♦"❡ ❛ ♣*♦❞✉❝' ❝♦♥"✐"'" ♦❢ ❢♦✉* '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡"✱

✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡" ❛ ❝❧✐=✉❡ "✐③❡ ♦❢ "✐① ✭❡❞❣❡"✮✳ ◆♦✇ "✉♣♣♦"❡ '❤❛' ♦♥❡ ♦❢ '❤❡"❡ ❧✐♥❦" ✐" ❛❧"♦

✉"❡❞ ✐♥ ❛♥♦'❤❡* ♣*♦❞✉❝' '②♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐" ❛❧*❡❛❞② ❞✐"❝♦✈❡*❡❞ ❜② '❤❡ ❛❣❡♥'" ❛♥❞ ②❡' ❛♥♦'❤❡*

❧✐♥❦ ✐" ✉"❡❞ ✐♥ ❛ ♣*♦❞✉❝' '❤❛' ✐" ✈✐"✐❜❧❡ ❜✉' ♥♦' ❞✐"❝♦✈❡*❡❞✳ ■♥ "✉❝❤ ❛ ❝❛"❡✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛'❡

❛ '♦'❛❧ ♥✉♠❜❡* ♦❢ ❧✐♥❦" ❜❡✐♥❣ ❡=✉❛❧ '♦ 8 ❛♥❞ "❤❛*❡" ♦❢ ✐♥✈✐"✐❜❧❡✱ ✈✐"✐❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐"❝♦✈❡*❡❞

❧✐♥❦" ❛" 6/8✱ 1/8✱ 1/8 *❡"♣❡❝'✐✈❡❧②✳ ❚❤✉"✱ ✐❢ ❛❣❡♥'" ❛*❡ ❛✇❛*❡ ♦❢ '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' ❛ ♣❛✐* ♦❢

'❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡" ❤❛" ❛♥ ✐♥♥♦✈❛'✐♦♥ ♣♦'❡♥'✐❛❧✱ ♦* '❤❡② ❤❛✈❡ ❛❧*❡❛❞② ❞✐"❝♦✈❡*❡❞ '❤❛' ❧✐♥❦✱ ✐'

✐" ♠♦*❡ ❧✐❦❡❧② '❤❡② ✇✐❧❧ ♦♥❝❡ *❡❝♦❣♥✐③❡ '❤❛' '❤❡*❡ ✐" ❛ ♥❡✇ ♣*♦❞✉❝' '②♣❡ ❝♦♥'❛✐♥✐♥❣ '❤✐"

❧✐♥❦✳ ◆♦'❡ ❤❡*❡ '❤❛' ❡✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡" ✐♥ ❛ ❝❧✐=✉❡ ❛*❡ ❝♦♠♣❧❡'❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥ '♦ ❛❣❡♥'" '❤✐"

♣*♦❜❛❜✐❧✐'② ✐" ❞✐✛❡*❡♥' ❢*♦♠ ③❡*♦✳ ❲❡ ❝❛♥✬' ❞❡♥② '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' '❤❡*❡ ✐" ❛❧✇❛②" ❛ ❝❤❛♥❝❡

♦❢ '❤❡ ❛**✐✈❛❧ ♦❢ ♥❡✇ *❛❞✐❝❛❧ ✐❞❡❛ ❢*♦♠ ❞✐✛❡*❡♥' '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❛*❛❞✐❣♠✳ ❚❤✐" ❝❤❛♥❝❡

✐♥❝*❡❛"❡" ✐❢ ❛❧❧ *❡"♣❡❝'✐✈❡ ❧✐♥❦" ❛*❡ ❛❧*❡❛❞② ✈✐"✐❜❧❡ ✐♥ ❞✐✛❡*❡♥' ♣*♦❞✉❝'"✱ ❛♥❞ ❜② '❤❡ '✐♠❡

✶✵✵✪ ♦❢ '❤♦"❡ ❧✐♥❦" ❛*❡ ❞✐"❝♦✈❡*❡❞ '❤❡ ❝❧✐=✉❡ υ ❜❡❝♦♠❡" ✈✐"✐❜❧❡ ✇✐'❤ ❝❡*'❛✐♥'②✳ ❋✐❣✉*❡

✷✶ ✐♥ '❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ✐❧❧✉"'*❛'❡" '❤❡ ❡=✉❛'✐♦♥ ✭✻✮ ❢♦* ❞✐✛❡*❡♥' "❤❛*❡" ♦❢ s1✱ s2✱ s3✳ ■♥ '❤❡

✇♦*❞" ♦❢ ❄ ♦* ◆❡❧"♦♥ ❛♥❞ ❲✐♥'❡* ✭✶✾✽✷✮ ❛❣❡♥'" "❡❛*❝❤ ❧♦❝❛❧❧② ❢♦* ♥❡✇ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ '*②✐♥❣

❡①'❡♥"✐♦♥" ♦❢ ❡①✐"'✐♥❣ ♦♥❡ ❝❧♦"❡ '♦ ✇❤❛' '❤❡② ❛❧*❡❛❞② ♣♦""❡"" ❛♥❞ ✉"❡ ✐♥ "♦♠❡ "♣❛❝❡ ♦❢

'❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛*❛❝'❡*✐"'✐❝"✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♥♦✇ *✉♥" ✉♥'✐❧ ❛❣❡♥'" ❞✐"❝♦✈❡* ❛❧❧ ♣*♦❞✉❝' '②♣❡"

'❤❛' '❤❡② "❡❡✳

❚❤❡ ❡①❡*❝✐"❡ ❜❡❧♦✇ '❛❦❡" ✐♥'♦ ❛❝❝♦✉♥' '❤❡ *❡"✉❧'" ♦❢ ♦✉* ❜❛"❡❧✐♥❡ "❝❡♥❛*✐♦✳ ❲❡ ✜①

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛" ✬❧❡❛❦②✬ ❢♦* '❤❡ *❡"' ♦❢ '❤❡ ❛♥❛❧②"✐" ❣✐✈❡♥ '❤❛' ✇✐'❤♦✉' ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉"✐♦♥

'❤❡ *♦❧❡ ♦❢ ♦'❤❡* ❢❛❝'♦*" ✈❛♥✐"❤❡" ❛♥❞ ❞✐"❝♦✈❡*② ♣*♦❝❡"" '✉*♥" *❛♥❞♦♠✳ ❲❡ ❛❧"♦ ❝♦♥"✐❞❡*

♦♥❧② ❝♦*❡✲♣❡*✐♣❤❡*② ♥❡'✇♦*❦ "'*✉❝'✉*❡ ❛" ♠♦*❡ *❡❛❧✐"'✐❝ ✇❤❡*❡ ❛ ♣♦'❡♥'✐❛❧ ●V❚ ✐" ❢♦❧❧♦✇❡❞

❜② ❝♦♠♣❡'✐'♦*"✳

✸✳✸✳✷ ❘❡&✉❧)& ❢♦, ❣,♦✇✐♥❣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❜❛&❡

■♥ '❤✐" "❝❡♥❛*✐♦ ✇❡ ❡①'❡♥❞ ♦✉* ❜❛"❡❧✐♥❡ ♠♦❞❡❧ ❛❞❞✐♥❣ ❛ "❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡*❛'✐♦♥ ♦❢ ♣*♦❞✉❝'"

'❤❛' ✐" ♥♦' ✈✐"✐❜❧❡ '♦ ❛❣❡♥'" ❢*♦♠ '❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ◆❡✇ ❣❡♥❡*❛'✐♦♥ ❤❛" '❤❡ "❛♠❡ *❛'✐♦

✸✸

❚❤❡ ♣$♦❝❡'' ❝❛♥ ❜❡ ❜❡++❡$ ❝♦♠♣❛$❡❞ ✇✐+❤ ✬❊✉$❡❦❛✬ ♠♦♠❡♥+' ♣$❡❝❡❞✐♥❣ +❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ ♦❢ ❘✫❉ ❡✛♦$+✳

✸✹

❖♥❝❡ ❛ ♥❡✇ ❧✐♥❦ ❤❛' ❜❡❝♦♠❡ ❡✐+❤❡$ ✈✐'✐❜❧❡ ♦$ ❞✐'❝♦✈❡$❡❞✱ ♦♥❡ ❛✉+♦♠❛+✐❝❛❧❧② ✉♣❞❛+❡' +❤❡ ♣$♦❜❛❜✐❧✐+②

♦❢ ②❡+ ✐♥✈✐'✐❜❧❡ +❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛+✐♦♥' ❝♦♥+❛✐♥✐♥❣ +❤✐' ❧✐♥❦ +♦ ❜❡❝♦♠❡ ✈✐'✐❜❧❡✳

✸✺

■♥ ♣❛$+✐❝✉❧❛$✱ ✇❡ '❡+ v = 5✱ α = 0.01✱ β = 0.1✱ γ = 1✳

✷✷



N = 60 M = 100

CS = 4 CS = 5





●!❚ ❛❞♦♣'✐♦♥ ❤❛+ ,❡❞✉❝❡❞ ♦✈❡, '❤❡ ❡①♣❡,✐♠❡♥'+ ✭❜❡❝❛✉+❡ ●!❚ ✇❛+ ,❛♥❞♦♠❧② ❛❧❧♦❝❛'❡❞

❜❡'✇❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛'✐♦♥+ ♦❢ ❞✐✛❡,❡♥' +✐③❡✮✱ ♦✉, ♠❛❥♦, ,❡+✉❧'+ ❤♦❧❞✳ ❲❡ ❛❧+♦ ❝♦♥❞✉❝'❡❞ '❤❡

❡①♣❡,✐♠❡♥'+ ✇✐'❤ ❞✐✛❡,❡♥' ❞✐+',✐❜✉'✐♦♥+ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧'② ❛♥❞ ❡①♣❡❝'❡❞ ♣,♦✜'+✳ ❆♠♦♥❣ ♦'❤❡,+✱

✇❡ ❝♦♥+✐❞❡,❡❞ '❤❡ ❞✐✣❝✉❧'② ❞✐+',✐❜✉'✐♦♥ ❜❡✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧ ,❡✢❡❝'✐♥❣ '❤❡ +✐'✉❛'✐♦♥ ✇❤❡,❡

♦♥❧② ❢❡✇ ✐♥♥♦✈❛'✐♦♥+ ❛,❡ ❤❛,❞ '♦ ❞✐+❝♦✈❡,✳ ❆❞❞✐'✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥+✐❞❡,❡❞ '❤❡ ❝❛+❡

✇❤❡,❡ ❝❡,'❛✐♥ ♣❡,❝❡♥'❛❣❡ ♦❢ '❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♥❦+ ❛,❡ ❣✐✈❡♥ ✬❢♦, ❢,❡❡✬ ✐♠♣❧②✐♥❣ '❤❛' '❤❡✐,

❞✐✣❝✉❧'② ❡G✉❛❧+ ③❡,♦✳ ❚❤♦+❡ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥+ ❛✛❡❝' '❤❡ +♣❡❡❞ ♦❢ ❞✐+❝♦✈❡,② ♣,♦❝❡++ ❜✉' ❞♦

♥♦' ❝❤❛♥❣❡ ♦✉, ✜♥❞✐♥❣+ ✇✐'❤ ,❡+♣❡❝' '♦ !,♦♣♦+✐'✐♦♥+ ✶✲✹✳ ❋✉,'❤❡,♠♦,❡✱ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡,❡❞

❛❧'❡,♥❛'✐✈❡ ♣❛,❛♠❡'❡,+ ❢♦, ❡G✉❛'✐♦♥ ✭✻✮ ❛♥❞ ❛❧+♦ ♠♦❞✐✜❡❞ '❤❡ +❤❛♣❡ ❢,♦♠ ❡①♣♦♥❡♥'✐❛❧ '♦

❧♦❣❛,✐'❤♠✐❝ ♦♥❡✳ ❖✉, ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣+ ❞♦ ♥♦' ❝❤❛♥❣❡ ❛+ ❧♦♥❣ ❛+ ♦✉, ♠❛✐♥ ❛++✉♠♣'✐♦♥ '❤❛'

❛,,✐✈❛❧ ♦❢ ♥❡✇ ✐❞❡❛+ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ '❤❡ ✈✐+✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛'❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤♦❧❞+✳

✹ ❙"②❧✐③❡❞ ❋❛❝", ♦❢ "❤❡ ▼♦❞❡❧

❆♣❛,' ❢,♦♠ '❤❡♦,❡'✐❝❛❧ ,❡+✉❧'+ ♦♥ ●!❚ ❡♠❡,❣❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ '♦ +',❡++ ❤❡,❡ +♦♠❡ ♦❢

'❤❡ +'②❧✐③❡❞ ❢❛❝'+ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛'✐♦♥ ♣,♦❝❡++ '❤❛' ♦✉, ♠♦❞❡❧ ,❡♣❧✐❝❛'❡+ ❛♥❞ ✐❧❧✉+',❛'❡ +♦♠❡ +'❡♣+

✐♥ ❡♠♣✐,✐❝❛❧ ✈❡,✐✜❝❛'✐♦♥ ♦❢ ♦✉, ♣,❡❞✐❝'✐♦♥+✳ ■♥ !,♦♣♦+✐'✐♦♥ ✹ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧,❡❛❞② ♠❡♥'✐♦♥❡❞

'❤❡ ❧♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝'✳ ❚❤✐+ ❡✛❡❝' ✐+ ,❡♣❧✐❝❛'❡❞ ❜② ♦✉, ♠♦❞❡❧ ✐♥ '❤❡ +❝❡♥❛,✐♦ ✇✐'❤ ❣,♦✇✐♥❣

'❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♥❡'✇♦,❦✱ ✇❤❡,❡ ❧♦✇ ❛♠♦✉♥' ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛'❡❞ ✭❡✐'❤❡, ❞✉❡ '♦ ❝♦✲

♦,❞✐♥❛'✐♦♥ ♦❢ ❘✫❉ ❡✛♦,'+ ♦, ✈❛,✐❛'✐♦♥ ✐♥ ❡①♣❡❝'❡❞ ♣,♦✜'+✮ ❧❡❛❞+ '♦ ♠❛♥② ♣,♦❞✉❝' '②♣❡+

,❡♠❛✐♥❡❞ ♥❡✐'❤❡, ,❡❛❧✐③❡❞ ♥♦, ❞✐+❝♦✈❡,❡❞ ✭❋✐❣✉,❡ ✶✻✮✳

❋✐❣✉,❡ ✶✻✿ ▲♦❝❦✲✐♥ ❡✛❡❝' ✐♥ '❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ '✇♦ ♣,♦❞✉❝' ❣❡♥❡,❛'✐♦♥+ ❛♥❞ '✇♦ ❞✐+'✐♥❝' ●!❚+✳

◆❡①'✱ ♦✉, ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐'+ '❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❙✲+❤❛♣❡❞ ❝✉,✈❡+ ♦❢ '❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❞♦♣'✐♦♥ ✐❢

♦♥❡ ♣❧♦'+ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ♣,♦❞✉❝'+ ✭❣,♦✇✐♥❣ ♦✈❡, '✐♠❡✮ '❤❛' ❝♦♥'❛✐♥ ●!❚ ❛+ ♦♥❡ ♦❢ '❤❡✐,

✐♥'❡,♠❡❞✐❛'❡ ✐♥♣✉'+ ✭❋✐❣✉,❡ ✶✼✮✳

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛❧+♦ ❞❡♠♦♥+',❛'❡+ ❝❧✉+'❡,✐♥❣ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛'✐♦♥+ ✭❞✐+❝♦✈❡,② ♦❢ ♥❡✇ ♣,♦❞✉❝'✮

✐♥ '✐♠❡ ✭+❡❡ ❙✐❧✈❡,❜❡,❣ ❛♥❞ ▲❡❤♥❡,' ✭✶✾✾✸✮ ❢♦, ❛ ❧✐'❡,❛'✉,❡ ,❡✈✐❡✇✮✳ ❚♦ ❡♥+✉,❡ '❤❛'✱ ✇❡

,❡♣❧✐❝❛'❡ '❤❡ ♣,♦❝❡❞✉,❡ ❜② ❙✐❧✈❡,❜❡,❣ ❛♥❞ ❱❡,+♣❛❣❡♥ ✭✷✵✵✸✮ ✐♥ ❣❡♥❡,❛'✐♥❣ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛'✐♦♥

'✐♠❡ +❡,✐❡+

✸✽

✭♣❡,✐♦❞+ ✇❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ♣,♦❞✉❝' '②♣❡ ❤❛+ ❜❡❡♥ ❞✐+❝♦✈❡,❡❞✱ +❡❡ ❋✐❣✉,❡ ✶✽ ❢♦,

❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮ ❛♥❞ +❡G✉❡♥'✐❛❧❧② ✜' '❤❡ !♦✐++♦♥ ❛♥❞ ♥❡❣❛'✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧+ ✇✐'❤ ❧✐♥❡❛,✱

G✉❛❞,❛'✐❝ ❛♥❞ ❝✉❜✐❝ '✐♠❡ ',❡♥❞+ ❛+ ❡①♣❧❛♥❛'♦,② ✈❛,✐❛❜❧❡+✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛, ❛♥❞ G✉❛❞,❛'✐❝

✸✽

◆♦"❡ "❤❛" ❜② ❞❡✜♥✐"✐♦♥ ♦❢ ❛ "✐♠❡ ♣❡/✐♦❞ ✐♥ ♦✉/ ♠♦❞❡❧✱ ✐" ✐3 ✉♥❧✐❦❡❧② "✇♦ ✐♥♥♦✈❛"✐♦♥3 "♦ ❤❛♣♣❡♥ ❛" "❤❡

3❛♠❡ ♣❡/✐♦❞✳ ❚❤❡/❡❢♦/❡✱ ✇✐"❤♦✉" ❧♦33 ♦❢ ❣❡♥❡/❛❧✐"② ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡/ ❡❛❝❤ "✇❡♥"② ♣❡/✐♦❞3 ❛3 ♦♥❡ "✐♠❡ ✐♥"❡/✈❛❧✳

✷✺



✭❛✮ N = 60, M = 100, ❧❡❛❦②, β = 1, V D = 0 ✭❜✮ N = 60, M = 100, ❧❡❛❦②, β = 0, V D = 0

❋✐❣✉$❡ ✶✼✿ ❚✇♦ $❡♣$❡-❡♥/❛/✐✈❡ ❝❛-❡- ♦❢ ❙✲-❤❛♣❡❞ ❝✉$✈❡- ♦❢ ●9❚ ✉-❛❣❡ ✐♥ ♣$♦❞✉❝/-✳

/✐♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥/- ❛$❡ -✐❣♥✐✜❝❛♥/ ❛/ /❤❡ ✺✪ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❧❡ /❤❡ ♥❡❣❛/✐✈❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐-

❝♦♥-✐-/❡♥/❧② ♣$❡❢❡$$❡❞ ♦✈❡$ /❤❡ 9♦✐--♦♥ ♦♥❡ ❢♦$ ❛❧❧ /❤❡ /❤$❡❡ ♠♦❞❡❧ -♣❡❝✐✜❝❛/✐♦♥-✳

✸✾

❚❤❡

-✐♠♣❧❡ ❡①♣❧❛♥❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ /❡♠♣♦$❛❧ ❝❧✉-/❡$✐♥❣ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛/✐♦♥- ❜② ♦✉$ ♠♦❞❡❧ ✐- /❤❛/ /❤♦-❡

✐♥♥♦✈❛/✐♦♥- -❤❛$❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✭/❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❞❣❡-✮✱ ❛♥❞ ❛❣❡♥/- ❝♦♦$❞✐♥❛/✐♥❣

/❤❡✐$ ❘✫❉ ❛❝/✐✈✐/② ❡①♣❧♦✐/ /❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❡①/❡$♥❛❧✐/✐❡- ❜② ❞✐-❝♦✈❡$✐♥❣ -❡✈❡$❛❧ ♣$♦❞✉❝/

/②♣❡- ✇✐/❤✐♥ ❛ -❤♦$/ ♣❡$✐♦❞ ♦❢ /✐♠❡✳

✹✵

❚❤✐- ❝♦♥✜$♠- ✐❞❡❛- ❞❛/✐♥❣ ❜❛❝❦ /♦ /❤❡ ❝♦♥❝❡♣/

♦❢ ✬/❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡$❣❡♥❝❡✬ ❞❡-❝$✐❜❡❞ ❜② ❘♦-❡♥❜❡$❣ ✭✶✾✼✻✮ ❛♥❞ -❤♦✇- /❤❡ ♣♦✇❡$ ♦❢

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❞✐✛✉-✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐-♠✳

❋✐❣✉$❡ ✶✽✿ ❈❧✉-/❡$✐♥❣ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛/✐♦♥- ✐♥ /✐♠❡

◆♦"❡✿ ❚❤❡ +❡,✉❧. ♦❜.❛✐♥❡❞ ❢♦+ .❤❡ ,❝❡♥❛+✐♦ ✇✐.❤ .✇♦ ❞✐,.✐♥❝. ●8❚, ✭N❂✶✷✵✱ M❂✶✾✺✱ CS❂✹✱ β = 1 ❛♥❞ ❧❡❛❦② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✳

❚❤❡ ❧❡❢. ✜❣✉+❡ ✐❧❧✉,.+❛.❡, ❜✉+,., ✐♥ .❤❡ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ✐♥♥♦✈❛.✐♦♥, ✭②✲❛①✐,✮ ✐♥ .✐♠❡ ✭①✲❛①✐,✮✱ ✇❤✐❧❡ .❤❡ +✐❣❤. ♦♥❡ ✐, .❤❡ ❤✐,.♦❣+❛♠

♦❢ ✐♥♥♦✈❛.✐♦♥,✱ ✐✳❡✳ ❢+❡G✉❡♥❝② ♦❢ ♣❡+✐♦❞, ✇✐.❤ ✵✱✶✱ ✷ ♦+ ♠♦+❡ ✐♥♥♦✈❛.✐♦♥,✳

■♥ ❛❞❞✐/✐♦♥ /♦ /❤❡ ❛❢♦$❡♠❡♥/✐♦♥❡❞ ❢❛❝/-✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛$❡ -/$✉❝/✉$❛❧ -✐♠✐❧❛$✐/② ♦❢ /❤❡ ♥❡/✲

✸✾

❚❤✐# ✜♥❞✐♥❣ ❤♦❧❞# ❢♦+ ,❤❡ ♠❛❥♦+✐,② ♦❢ ♣❛+❛♠❡,❡+ ✈❛❧✉❡# ✇❡ ✉#❡✳ ❚❤❡ ♥♦,❛❜❧❡ ❡①❝❡♣,✐♦♥ ✐# ✈❛+✐❛,✐♦♥

✐♥ ❡①♣❡❝,❡❞ ♣+♦✜,#✳ ■❢ ,❤♦#❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢,❡♥✱ ,❤❡ ♣+♦❝❡## ♦❢ ❞✐#❝♦✈❡+② ❜❡❝♦♠❡# ❝❧♦#❡ ,♦ ❧✐♥❡❛+ ✐♥ ,✐♠❡✳

✹✵

❚❤✐# ✐# ♣❛+,✐❝✉❧❛+❧② ,+✉❡ ✐❢ ,❤❡ ,❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❧✐♥❦ ❤❛❞ ❛ +❡❧❛,✐✈❡❧② ❧❛+❣❡ ❞✐✣❝✉❧,② ❛♥❞✱ ,❤✉#✱ ❧✐❦❡❧②

+❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ ,❤❡ ❧❛#, ❜❛++✐❡+# ,♦ ✐♥,+♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ♣+♦❞✉❝,✳

✷✻



✇♦"❦$ ✇❡ ❣❡♥❡"❛)❡ ✇✐)❤ )❤♦$❡ ✇❡ ♦❜$❡"✈❡ ❡♠♣✐"✐❝❛❧❧②✳ ■♥ ♣❛")✐❝✉❧❛"✱ ♥❡)✇♦"❦$ ♦❢ )❡❝❤✲

♥♦❧♦❣✐❡$ ❛♥❞ ♣"♦❞✉❝) "❡❧❛)❡❞♥❡$$ ❛"❡ ♦❢ ✐♥)❡"❡$)✳ ❋♦" ♠❛♥② "❡❛$♦♥$ ✭♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉$❡ ♦❢

✐♥✈✐#✐❜❧❡ ❛♥❞ ✈✐#✐❜❧❡ ♥❡)✇♦"❦$ "❡♣"❡$❡♥)✐♥❣ ❛♥ ❡①✲❛♥)❡ $)❛)❡ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❡ ❝❛♥ ♦♥❧②

❤②♣♦)❤❡$✐③❡✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥)"❛)❡ ♦♥ )❤❡ ✜♥❛❧ ❡①✲♣♦$) ❞✐#❝♦✈❡*❡❞ ♥❡)✇♦"❦$ ❞"❛✇✐♥❣ ♣❛"❛❧❧❡❧$

✇✐)❤ )❤❡ ✇♦"❦$ ♦❢ ❍✐❞❛❧❣♦ ❡) ❛❧ ✭✷✵✵✼✮✱ ❍✐❞❛❧❣♦ ❛♥❞ ❍❛✉$♠❛♥♥ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❇♦$❝❤♠❛ ❡) ❛❧
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